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ВВЕДЕНИЕ

Гипотеза о том, что первичные черные дыры (ПЧД) могут формироваться
в ранней Вселенной была предложена в [1]. Существует множество механизмов
формирования ПЧД [2–8], однако на плотность ПЧД во Вселенной наложе-
ны существенные ограничения [9; 10]. Современные наблюдательные данные
практически исключают возможность того, что с помощью ПЧД может быть
объяснена вся скрытая масса. Тем не менее ПЧД могут пролить свет на мно-
жество проблем современной астрофизики и космологии, среди которых можно
выделить следующие:

1) Существование сверхмассивных черных дыр с массами 106 ÷ 1010M� в
центрах галактических ядер [11–15] и на больших красных смещениях
z > 6 [16–20].

2) Сливающиеся двойные черные дыры, которые регистрируются гравитаци-
онно-волновыми интерферометрами LIGO/Virgo [21–25], сложно объяс-
нить звездным происхождением, поэтому очень активно идет сейчас об-
суждение того, что эти события могут быть от ПЧД [26–31].

3) Реионизация Вселенной [32–34] может быть связана с излучением от мало-
массивных ПЧД с нейтральным газом [35–37] или в результате аккреции
вещества на массивные ПЧД [38–41].

4) Формирование структур при больших красных смещениях z > 10 [42–45]
может быть индуцированно ПЧД [46–48].

5) Скрытая масса Вселенной может быть частично объяснена ПЧД [9; 10].
В этой работе рассматриваются скопления ПЧД (СПЧД), которые форми-

руются в ранней Вселенной, с характеристиками, близкими к шаровым звезд-
ным скоплениям (ШЗС). Такие кластеры (кластеры и СПЧД будут употреб-
ляться в одном контексте) могут возникать из-за коллапса доменных стенок,
которые формируются в результате квантовых флуктуаций скалярного поля на
инфляционной стадии [49–51] (также см. обзоры [52; 53]). Следует отметить,
что СПЧД могут формироваться также в моделях многопотоковой инфляции
[54] и на этапе раннего формирования структур, индуцированного Пуассонов-
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скими флуктуациями количества ПЧД [47; 55; 56]. Для того, чтобы применять
кластеры ПЧД для решения обозначенных выше проблем, необходимо знать
структуру кластера на конкретный момент истории Вселенной. Поэтому пони-
мание эволюции скопления ПЧД начинает играть решающую роль и является
основной целью данной работы.

До сих пор полноценный анализ динамики кластера ПЧД не был осу-
ществлен. В работах [57–59] используется N-Body моделирование для изуче-
ния динамики CПЧД. Однако данный метод имеет существенный недостаток —
вычислительная сложность прямого N-Body моделирования O(N 2), что значи-
тельно ограничивает возможности применения данного подхода к кластерам с
достаточно большим количеством ПЧД N > 104 − 105. Следует отметить, что
N-Body моделирование и не является наилучшим инструментом для изучения
ШЗС, т.к. для расчета реалистичных систем требуется значительное вычисли-
тельное время. Чаще для этих целей используется Монте-Карло моделирование,
основанное на уравнении Фоккера-Планка [60–65].

Другой популярный подход, который применяется к изучению ШЗС и га-
лактических ядер, — прямое интегрирование кинетического уравнения Фоккера-
Планка [66; 67]. Данный подход основан на том, что динамическая эволюция
большинства гравитирующих систем происходит за счет парной релаксации, т.е.
слабых, некоррелированных взаимодействий между частицами внутри скопле-
ния. Сейчас это уже хорошо проработанная методика, которая, помимо парной
релаксации, включает в себя множество дополнительных эффектов, например:

1) Наличие массивной центральной ЧД в центре скопления [68] и возмож-
ность её роста за счет поглощения звёзд [69–73].

2) Возможность формирования двойных звездных систем в результате близ-
ких двухчастичных [74–76] и трехчастичных взаимодействий [77–79] звёзд
и их влияния на эволюцию скопления.

3) Слияния нейтронных звезд и ЧД в плотных звездных скоплениях за счет
эмиссии гравитационных волн [80] и непосредственные слияния звезд [81].

4) Вылет звезд из скопления, вызванный приливным галактическим полем
[82–85].
В данной диссертации, которая является продолжением и обобщает ра-

боты [86–88], изучается динамика СПЧД в рамках усредненного вдоль орбит
уравнения Фоккера-Планка. Рассматривается кластер с массой Mcl = 105M�,
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который имеет широкий диапазон изменения масс ПЧД 10−2 − 10M� и со-
держит массивную черную дыру в центре (ЦЧД) M• = 100M�. На кластер
такой массы распространяется ограничение на ПЧД по Лайман-α лесу [89] и
крупномасштабной структуре [90], из которых следует, что доля СПЧД в скры-
той массе fcl . 0.05. Поэтому мы учитываем влияние скрытой массы, которая
формирует гало вокруг кластера в результате «вторичной аккреции» на него
[46; 48; 91–94], и показываем, что этот факт играет важную роль в эволюции
массового распределения ПЧД. Оценена временная эволюция темпа слияний
ПЧД, являющихся источниками гравитационных волн. В данной работе идет
разделение на слияния двойных ПЧД, которые формируются в результате из-
лучения гравитационных волн при тесных сближениях ПЧД [80; 95], и на сли-
яния с ЦЧД, которая захватывает ПЧД с маленькими моментами импульса.
Полученные результаты могут быть использованы для проверки модели кла-
стеров ПЧД с помощью данных будущего поколения гравитационно-волновых
интерферометров [96–99], которые смогут наблюдать слияния массивных ЧД,
а также на больших красных смещениях z & 10. Также, с помощью существую-
щих данных о слияниях ЧД поставлено ограничение на долю СПЧД в скрытой
массе.
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1.УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ
КЛАСТЕРА ПЕРВИЧНЫХ ЧЕРНЫХ

ДЫР

1.1. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФОККЕРА-ПЛАНКА

Кинетическое уравнение, описывающее эволюцию функции распределе-
ния (ФР), — это кинетического уравнение Больцмана:

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
+

3∑
i=1

ai
∂f

∂vi
=

(
∂f

∂t

)
c

, (1.1)

где
(
∂f
∂t

)
c
— это интеграл столкновений. Если учитывать только взаимодей-

ствия, при которых скорости ЧД изменяются незначительно, то интеграл столк-
новений принимает форму Фоккера-Планка:(

∂f

∂t

)
c

= −
∑
i

∂

∂vi

(
f〈∆vi〉

)
+

1

2

∑
i,j

∂2

∂vi∂vj

(
f〈∆vi∆vj〉

)
, (1.2)

где 〈∆vi〉, 〈∆vi∆vj〉 — это диффузионные коэффициенты, выражения для ко-
торых зависят от характера взаимодействия между частицами. Как было по-
казано в работе [100], если между частицами действуют обратноквадратные
силы (что, в частности, имеет место в случае гравитации), то выражения для
коэффициентов примут вид:

〈∆vi〉 = −Γ
∑
b

mb (m+mb)
∂

∂vi

∫
fb(v

′) dv′

|v − v′|
,

〈∆vi∆vj〉 = Γ
∑
b

m2
b

∂2

∂vi∂vj

∫
fb(v

′)|v − v′| dv′,
(1.3)
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где Γ = 4πG2 ln Λ (ln Λ — кулоновский логарифм, ln Λ ∼ 10) и подразумевается
суммирование по всем типам сближающихся частиц (в данном случае сумма по
всем массам). Следует отметить, что при записи коэффициентов (1.3) была опу-
щена зависимость в ФР от r, эта зависимость будет восстановлена в следующем
разделе.

Инвариантная форма уравнения (1.2) имеет вид:(
∂f

∂t

)
c

= −
(
f T i

)
;i

+
1

2

(
f Sij

)
;ij
, (1.4)

где точка с запятой обозначает ковариантное дифференцирование, а коэффи-
циенты даются следующими выражениями [100; 101]:

T i = Γ
∑
b

mb (m+mb)a
ij ∂

∂vj

∫
fb(v

′) dv′

|v − v′|
, (1.5)

Sij = Γ
∑
b

m2
b

[
aikajl

(
∂2

∂vk∂vl
− Γmkl

∂

∂vm

)∫
fb(v

′)|v − v′| dv′
]
, (1.6)

где aij — метрический тензор: ds2 = aij dvi dvj. После некоторых преобразова-
ний можно упростить уравнение (1.4):(

∂f

∂t

)
c

= − 1√
a

(√
af〈∆vi〉

)
,i

+
1

2
√
a

(√
af〈∆vi∆vj〉

)
,ij
, (1.7)

где вместо ковариантного дифференцирования используется уже обычное, a —
определитель метрического тензора aij, а диффузионные коэффициенты имеют
вид:

〈∆vi〉 = T i − 1

2
ΓijkS

jk, 〈∆vi∆vj〉 = Sij. (1.8)

Легко показать, что они обладают следующими трансформационными свой-
ствами при переходе к другой системе координат:

〈∆V λ〉 =
∂V λ

∂vi
T i(v) +

1

2

(
∂2V λ

∂vi∂vj
− ∂V λ

∂vk
Γkij(v)

)
Sij(v),

〈∆V µ∆V ν〉 =
∂V µ

∂vi
∂V ν

∂vj
Sij(v). (1.9)

Таким образом, если новые переменные V — некоторая функция пере-
менных v, то, используя (1.9), можно получить обобщенные диффузионные ко-
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эффициенты 〈∆V λ〉 и 〈∆V µ∆V ν〉 в зависимости от координат v с помощью
формул (1.5), (1.6). Подробно все вычисления представлены в книге [101].

1.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВДОЛЬ ОРБИТ

Как было отмечено ранее, полученная форма (1.7) для столкновительно-
го члена уравнения Больцмана, имеет т.н. локальную форму, т.е. зависит от
координаты физического пространства. Данный факт затрудняет использова-
ние полученного результата, однако в большинстве физических приложений
уравнения ФП выход строится следующим образом. В системах типа шаровых
звездных скоплений (к которым относится кластер ПЧД) время релаксации ве-
лико в сравнении с орбитальным периодом. Это означает то, что характерные
изменения в ФР происходят на масштабах времен больших, чем орбитальный
период. Другими словами, на малых временных масштабах ФР удовлетворяет
бесстолкновительному уравнению Больцмана. Согласно теореме Джинса [101;

102] решением такого уравнения будет функция, которая зависит только от ин-
тегралов движения. В сферически симметричном случае такими интегралами
движения являются энергия E и момент импульса L.

Таким образом, если ФР медленно эволюционирует, то можно проинте-
грировать уравнение (1.1) вдоль невозмущенного движения (вдоль орбиты),
тем самым исключив из уравнения зависимость от координат физического про-
странства r. В этом случае ФР f(r,v) = f(E,L) может быть вынесена из под
знака интеграла, т.к. интегрирование идет вдоль невозмущенной траектории на
которой ФР постоянна.

Для того, чтобы перейти к перемнным E и L, удобно сначала записать
тензоры T i (1.5) и Sij (1.6) в сферических координатах, т.е.:

v1 = v, v2 = µ = cos θ, v3 = φ, (1.10)

а затем перейти к новым переменным с помощью формул

E =
v2

2
+ ϕ(r), L = rv

√
1− µ2, φ = φ, (1.11)

где ϕ(r) — гравитационный потенциал. Далее необходимо записать выражения
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для 〈∆E〉, 〈∆L〉, 〈∆E∆L〉 и т.д. с помощью (1.9) и проинтегрировать вдоль
орбит. Однако удобнее в качестве переменной момента импульса выбрать сле-
дующую

R =
L2

L2
c(E)

, (1.12)

где Lc(E) — максимальный угловой момент орбиты с энергией E, т.е. угловой
момент круговой орбиты:

L2
c(E) = r3c

dϕ

dr

∣∣∣∣
rc

, (1.13)

где rc — радиус круговой орбиты с энергией E, который определяется как ко-
рень уравнения:

E +
rφ′(r)

2
− φ(r) = 0. (1.14)

Удобство выбора R состоит в том, что при любом значении энергии E перемен-
ная R меняется от 0 до 1.

После всех математических преобразований можно получить уравнение
Фоккера-Планка в переменных E и R, проинтегрированное вдоль орбит:

∂N

∂t
= − ∂

∂E

(
N〈∆E〉t

)
+

1

2

∂2

∂E2

(
N
〈
(∆E)2

〉
t

)
− ∂

∂R

(
N〈∆R〉t

)
+

1

2

∂2

∂R2

(
N
〈
(∆R)2

〉
t

)
+

∂2

∂E∂R

(
N〈∆E∆R〉t

)
, (1.15)

где N — это концентрация ПЧД в пространстве (E, R), которая связана с ФР
следующим образом:

N(E,R) dEdR = 4π2P (E,R)L2
c(E) f(E,R) dEdR, (1.16)

P (E,R) — орбитальный период, а индекс t означает интегрирование вдоль ор-
биты, например

〈∆R〉t =
2

P

∫ r+

r−

dr

vr
〈∆R〉, (1.17)

где vr — радиальная скорость, а r−, r+ — точки поворота (корни уравнения
vr = 0).

Выражения для коэффициентов, входящих в уравнение (1.15), довольно
громоздки и приведены в [71; 101]. Кроме того, результаты численного инте-
грирования показывают, что зависимость ФР от R отсутсвует [66] (все моменты
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импульса равновероятны) или же слабая в присутствии ЦЧД [71] (оно и по-
нятно, ведь ЦЧД будет поглощать частицы с маленьким моментом импульса).
Поэтому для упрощения вычислений проинтегрируем уравнение (1.15) по R от
0 до 1 и запишем полученное уравнение в форме уравнения неразрывности:

4π2p(E)
∂f

∂t
= − ∂

∂E

(
DEE

∂f

∂E
+mDEf

)
, (1.18)

где коэффициенты даются следующими формулами:

DE = −16π3Γ

∫ E

ϕ(0)

dE ′ ν(E ′)p(E ′), (1.19)

DEE = −16π3Γ

(
q(E)

∫ 0

E

µ(E ′) dE ′ +

∫ E

ϕ(′)
q(E ′)µ(E ′) dE ′

)
, (1.20)

p(E) = 4

∫ ϕ−1(E)

0

dr r2
√

2
(
E − ϕ(r)

)
, (1.21)

q(E) =
4

3

∫ ϕ−1(E)

0

dr r2
[
2
(
E − ϕ(r)

)]3/2
, (1.22)

где ϕ−1(E) — корень уравнения ϕ(r) = E, а ν(E) и µ(E) — это первый и второй
моменты масс:

ν(E) =

∫
f(E,m)m dm, (1.23)

µ(E) =

∫
f(E,m)m2 dm. (1.24)

В случае дискретного распределения масс интегралы (1.23) и (1.24) пе-
реходят в суммы вида

∑
mifi(E) и

∑
m2
ifi(E), соответственно, а уравнение

(1.18) в систему уравнений. Каждое уравнение будет описывать эволюцию ФР
конкретного массового сорта частиц за счет взаимодействия с этим же сортом
и всеми остальными, что учитывается в коэффициентах (1.19) и (1.20).

1.3. КОНУС ПОТЕРЬ

В данной работе рассматриваются кластеры ПЧД, которые содержат мас-
сивную центральную черную дыру (ЦЧД). ЦЧД будет поглощать частицы, ко-
торые имеют достаточно маленькие моменты импульса, формируя в простран-
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стве (E,R) так называемый «конус потерь». Залетая в эту область, ПЧД может
поглощаться ЦЧД за один орбитальный период — режим пустого конуса потерь.
Однако поглощение может и не произойти, если в результате взаимодействия с
другими ПЧД, ПЧД приобретет момент импульса отличный от критического и
вылетит из конуса потерь за один орбитальный период — это режим «точечного
стока» (pinhole) или полный конус потерь [69]. В последнем случае поглощение
будет происходить только в момент прохождения некоторой критической точки
rcrit в окрестности ЦЧД, на которой происходит захват.

Временные масштабы вблизи конуса потерь, на которых R меняется су-
щественным образом, много меньше, чем для E. Это связано с тем, что на
временах, где существенно меняется E, характерные изменения в моменте им-
пульса будут ∼ Lc(E), а мы интересуемся случаем δL � Lc(E). Кроме того,
градиенты в коэффициентах уравнения (1.15) по R при малых R много больше,
чем по E. Таким образом, можно пренебречь частью, связанной с диффузией
по координате E, и считать ее параметром в уравнении (1.15):

∂N

∂t
= − ∂

∂R

(
N〈∆R〉t

)
+

1

2

∂2

∂R2

(
N
〈
(∆R)2

〉
t

)
. (1.25)

При R� 1 выражения для коэффициентов в локальной форме в уравне-
нии (1.25) примут вид:

〈∆R〉 =
r2

L2
c(E)

〈∆v2⊥〉+O(R), (1.26)

〈
(∆R)2

〉
=

2r2

L2
c(E)

R〈∆v2⊥〉+O(R2), (1.27)

где

〈∆v2⊥〉 = 4πm2 Γ

(
4

3
I0 + 2J1/2 −

2

3
J3/2

)
, (1.28)

I0(E) =

∫ 0

E

f(E ′) dE ′, (1.29)

Jn(E, r) =

∫ E

ϕ(r)

dE ′ f(E ′)

(
E ′ − ϕ(r)

E − ϕ(r)

)n
, (1.30)

в появившихся интегралах f является функцией только энергии. Подобное
упрощение обусловлено тем, что диффузионные коэффициенты значительно
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проще вычислять от изотропной ФР. Для получения изотропной версии ФР
формально необходимо проинтегрировать её по R. Конкретный способ инте-
грирования не так важен (см. [66; 101]), т.к. в дальнейшем мы будем работать
только с ФР, независящей от R. Из (1.26) видно, что в рассматриваемом при-
ближении справедливо следующее:

〈∆R〉 =
1

2

∂

∂R

〈
(∆R)2

〉
. (1.31)

если ввести коэффициент:

D(E) = lim
R→0

〈
(∆R)2

〉
t

2R
, (1.32)

то уравнение (1.25) примет следующий простой вид

∂N

∂t
= D(E)

∂

∂R

(
R
∂N

∂R

)
, (1.33)

D(E) =
2

L2
c(E)P (E)

∫ ϕ−1(E)

0

〈∆v2⊥〉 r2 dr

vr
, (1.34)

где P (E) = P (E,R)R→0 — период радиальной орбиты.
Поясним смысл выражения (1.32). Пусть

〈
(∆v)2

〉
является диффузион-

ным коэффициентом, т.е. показывает среднее изменение квадрата скорости ча-
стицы в единицу времени. Определим время релаксации: tr

〈
(∆v)2

〉
∼ v2, где

v — начальная скорость частицы. Видно, что tr — время, требуемое для того,
чтобы многократные взаимодействия с малыми изменениями скоростей, приве-
ли к суммарному эффекту, сравнимому с v. Ясно, что D−1 имеет смысл времени
релаксации для данного значения энергии E.

Найдем стационарное решение уравнения (1.33) с дополнительными усло-
виями:

N(Rlc) = 0, N̄(E) =

∫ 1

Rlc

N(E,R) dR, (1.35)

слева — условие поглощающей границы при Rlc (захват частиц ЦЧД), справа –
требование того, что при интегрировании по R мы должны получить изотроп-
ную версию ФР:

f(E) ≈ N̄(E)

4π2L2
c(E)P (E)

. (1.36)
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В результате получим:

N(R,E) =
ln(R/Rlc)

ln(1/Rlc) +Rlc − 1
N̄(E). (1.37)

Пусть F (E) dE — поток ПЧД с энергией E в интервале dE в конус по-
терь (на ЦЧД). В силу того, что этот поток — это скорость изменения полного
количества ПЧД в кластере, его можно записать в виде

F (E) dE = − d

dt

(∫ 1

Rlc

N(E,R) dR

)
dE. (1.38)

Если записать уравнение (1.25) в форме уравнения неразрывности, то станет
ясно, что этот интеграл есть просто разность значений потока в пространстве
R в точке R = 1 и Rlc. Очевидно, что на верхнем пределе будет ноль, т.к.
иное физически невозможно. На нижнем же пределе можно воспользоваться
выражением для потока из уравнения (1.33), тогда получим

F (E) = D(E)Rlc

(
∂N

∂R

)
Rlc

≈ g(E)

ln(1/Rlc)

NRlc

P
. (1.39)

где

g(E) =
P (E)D(E)

Rlc(E)
. (1.40)

Последнее выражение можно переписать в виде g L2
lc ≈ P/tr L

2
c . С другой сто-

роны характерные изменения момента импульса за один орбитальный период
есть δL2 ∼ P/tr L

2
c . Видно, что g ∼ δL2/L2

lc показывает, какую долю состав-
ляет изменение момента импульса δL от Llc. Ясно, что (1.39) справедливо при
g � 1, т.к. в противном случае изменения в моменте импульса стали бы срав-
нимы или выше, чем Llc за один орбитальный период и условие поглощающей
границы при Rlc было бы нарушено (был бы поток как внутрь конуса потерь,
так и наружу).

Если g � 1, то процессы рассеяния ПЧД друг на друге приводят к тому,
что они много раз за один орбитальный период могут залетать и вылетать из
конуса потерь. В этом случае усредненным по орбитам уравнением ФП (1.25)
пользоваться уже нельзя. В работе [71] было полученное стационарное выра-
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жение для N(E,R) вблизи конуса потерь, в этом случае:

N(E,R) =
ln(R/R0)

ln(1/R0) +R0 − 1
N̄(E), (1.41)

где R0 имеет вид [103]:

R0 = Rlce
−g/ξ(g), ξ(g) ≈ g

(g2 + g4)1/4
. (1.42)

Видно, что результат (1.41) совпадает по форме с (1.37). Поток частиц на ЦЧД
в этом случае будет даваться выражением:

F (E) ≈ g

ln(1/R0)

N̄Rlc

P
=

4π2D(E)L2
c(E)P (E) f(E)

ln(1/Rlc) + (g2 + g4)1/4
. (1.43)

Можно показать, что

p(E) =

∫ L2
c(E)

0

P (E,L) dL2. (1.44)

Обычно P (E,L) очень слабо зависит от L, тогда справедливо будет следующее

p(E) ≈ P (E)L2
c(E). (1.45)

Пользуясь полученным, выражение для потока (1.43), можно записать его в
виде

F (E) =
4π2D(E) p(E) f(E)

ln (1/Rlc) + α
= 4π2ν(E) p(E) f(E), (1.46)

где α = (g2 + g4)1/4.

1.4. МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ФОККЕРА-ПЛАНКА

Для исследования динамической эволюции самогравитирующей системы
необходимо совместно решать уравнение Фоккера-Планка (1.18) и уравнение
Пуассона для гравитационного потенциала. Техника решения этих уравнений
описана в [66; 67] и усовершенствована в [73]. Следуя [73], в качестве независи-
мой переменной вместо E выберем q. Тогда уравнение Фоккера-Планка примет
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вид:
∂fa(q, t)

∂t
=

∂

∂q

(
maB(q)fa + C(q)

∂fa
∂q

)
− ν(q, t)fa(q, t), (1.47)

последнее выражение представляет собой «сток» ПЧД на ЦЧД, индекс a отно-
сится к a-му массовому типу ПЧД, а выражение для коэффициентов даются
выражениями:

C(q) = 4πΓ
∑
i

m2
i

p(q)

(∫ q

0

dq′
q′

p(q′)
fi(q

′) + q

∫ ∞
q

dq′
fi(q

′)

p(q′)

)
, (1.48)

B(q) = 4πΓ
∑
i

mi

∫ q

0

dq′ fi(q
′), (1.49)

а выражение для ν дается формулой (1.46), где для вычисления D необходимо
просуммировать выражения (1.28) – (1.30) по всем массовым сортам и задать
Rlc. Известно, что Шварцшильдовская ЧД поглощает частицы, момент импуль-
са которых L ≤ 2 c rg [104], где rg — гравитационный радиус ЧД, c — скорость
света. Легко показать, что в Ньютоновском пределе это отвечает орбите с пе-
рицентром rlc = 4 rg, тогда

L2
lc = 2 r2lc

(
E +

GM•
rlc

)
≈ 8 rgGM•, (1.50)

где для получения последнего выражения было учтено, что в точке поворота
rlc ṙ = 0 и энергия ПЧД E � GM•/rlc, поскольку в основном захватываются
ПЧД, слабосвязанные с ЦЧД. Таким образом, Rlc имеет вид:

Rlc(E) =
8 rgGM•
L2
c(E)

. (1.51)

Поскольку q меняется в пределах более чем двадцати порядков, то умест-
но перейти к равномерной сетке с помощью замены x = ln q, тогда уравнение
(1.47) преобразуется к следующей форме:

ex
∂fa
∂t

=
∂

∂x

(
B(x)mafa + C(x)e−x

∂fa
∂x

)
− exν(x, t)fa. (1.52)

Решением уравнения Пуассона для гравитационного потенциала в сфери-
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чески симметричном случае будут два следующих интеграла:

φ(r) = −4πG

(
1

r

∫ r

0

dr′r′2ρ(r′) +

∫ ∞
r

dr′r′ρ(r′)

)
− GM•

r
, (1.53)

где последнее слагаемое — потенциал ЦЧД и ρ(r) — профиль плотности:

ρ(r) = 4π2
∑
i

mi

∫ 0

ϕ(r)

fi(E)
√

2
(
E − ϕ(r)

)
dE. (1.54)

Решение уравнений (1.52) и (1.53) состоит из двух шагов. Сначала на
шаг ∆t продвигается ФР с помощью уравнения (1.52), с помощью конечно-
разностной схемы Ченга-Купера [105]. Затем решается уравнение Пуассона (1.53)
итерациями: ϕi+1 = L−1[ρi], где ρi дается формулой (1.54) при ϕ(r) = ϕi. Для
интегрирования выражения (1.54) необходимо устанавливать соответствие меж-
ду E и q с помощью (1.22), поскольку ФР является функцией q, а не энергии E.
Удобство выбора в качестве независимой переменной q связано с тем, что вто-
рой этап значительно упрощается [73] по сравнению с исходным алгоритмом,
предложенным в [66; 67].

Для интегрирования уравнения (1.52) необходимо задать начальные усло-
вия. Поскольку изначально в этой работе задается профиль плотности, то для
получения начальной ФР используется формула Эддингтона [102]:

fa(E) =

√
2

4π2ma

d

dE

∫ 0

E

dϕ√
ϕ− E

dρa
dϕ

. (1.55)

Также необходимо задать граничные условия, которые в нашем случае можно
выбрать, как условия нулевого потока на границах:

maB(q)fa + C(q)
∂fa
∂q

∣∣∣∣∞
0

= 0. (1.56)

Физически эти условия означают то, что нет убыли ПЧД через границы, что,
вообще говоря, на нижнем пределе не совсем так, т.к. ЦЧД является поглощаю-
щим центром. Однако поток в энергетическом пространстве на ЦЧД практиче-
ски нулевой [68] и главный вклад в убыль ПЧД вносит слагаемое конуса потерь
νf . Подробный анализ влияния граничных условий на решение уравнения ФП
может быть найден в [73].
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2.СЛИЯНИЯ ЧЕРНЫХ ДЫР

С регистрации гравитационных волн от слияния черных дыр с массой
∼ 30M� [21] интерес к ПЧД в массовом диапазоне 20M� < MPBH < 100M�

как к возможной форме Скрытой массы значительно вырос [106]. Однако тща-
тельное изучение динамики звезд в карликовых галактиках сильно ограничи-
вает эту возможность [107–109], но идея о том, что сливающиеся черные дыры
могут иметь первичное происхождение, остается очень популярной [28–31; 110;

111]. Также следует отметить, что, помимо ПЧД, очень популярной является
точка зрения, что источником событий гравитационных волн могут быть ШЗС,
в которых естественным образом могут формироваться двойные ЧД астрофи-
зического происхождения [61; 112–117].

2.1. ОЦЕНКА ТЕМПА СЛИЯНИЙ ЧЕРНЫХ
ДЫР

Для оценки скорости слияния черных дыр в кластере мы будем полагать,
что кластер имеет массуM = 105M�, характерный радиус R ∼ 1 пк и скорости
ПЧД

√
GM/R ≈ 20 км с−1 [53]. Сечение слияния черных дыр с массой m и m′

за счет излучения гравитационных волн дается выражением [77; 95]:

σ = 2π

(
85π

6
√

2

)2/7
G2(m+m′)10/7m2/7m′2/7

c10/7|v− v′|18/7
. (2.1)

Строго говоря, сечение (2.1) описывает формирование двойной системы, но под-
разумевается, что время жизни сформированной двойной системы значительно
меньше динамического времени.

Темп слияния черных дыр в кластере можно оценить как Γ ∼ Nnσv, где
N — это число ПЧД в кластере и n = 3N/4πR3 — концентрация ПЧД. Если
подразумевать, что кластер заполнен черными дырами одинаковой массы m,
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то темп слияния будет:

Γ ∼ 10−10
(

M

105M�

)17/14(
R

1 пк

)−31/14
лет−1. (2.2)

Кластер ПЧД, аналогично ШЗС, эволюционирует под действием парной релак-
сации, в результате которой черные дыры будут улетать из «кора» (централь-
ной части скопления). Приближенно можно считать, что этот процесс сохраня-
ет полную энергию кора кластера. Согласно теореме вириала, полная энергия
кора дается выражением E = −G (mN)2/2R. Тогда кор будет сжиматься по
закону R ∝ N 2, а темп слияния будет эволюционировать как Γ ∝ N−3.2.

Следует отметить, что существует другой канал, который может быть от-
ветственным за слияния ЧД. Он связан с формированием двойных ЧД в резуль-
тате тречастичных взаимодействий. Получившаяся двойная будет взаимодей-
ствовать с другими ПЧД в кластере и становиться «жестче» [113] (ЧД внутри
двойной будут сближаться). Однако такие двойные системы будут разрушать-
ся в результате взаимодействия с ЦЧД [88]. Это связано с тем, что двойная
система будет испытывать динамическое трение в результате взаимодействия
с другими ПЧД как целое. Вследствие этого двойная «осядет» в центральной
области скопления, где будет разрушена ЦЧД.

В этой работе рассматриваются кластеры с ЦЧД. Несмотря на то, что
темпу захвата ПЧД центральной массивной ЧД был посвящен раздел 1.3 «Ко-
нус потерь», здесь приводится простая оценка для этого процесса. В результате
захвата менее массивных ЧД, масса ЦЧД будет расти как Ṁ• = ρσcv, где ρ —
это плотность ПЧД в кластере и σc = 4πr2g (c/v)2 — сечение гравитационного
захвата частиц Шварцшильдовской ЧД [104]. Оценка для Ṁ• имеет вид

Ṁ• ∼ 10−13
(

R

1 пк

)−5/2(
M

105M�

)1/2(
M•

102M�

)2

M� лет−1. (2.3)

Согласно представленным выше рассуждениям, в процессе эволюции кластера,
темп роста ЦЧД будет меняться как Ṁ• ∝ N−4.5. Отметим, что когда кор со-
жмется значительно, ЦЧД останавливает коллапс кора и вызывает стадию рас-
ширения кластера [73; 118–120]. Таким образом, в результате развития граво-
термической катастрофы [67; 121; 122] (коллапса кора) темп слияний ЧД может
значительно увеличиваться как между собой, так и с ЦЧД.
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2.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ СКОРОСТИ СЛИЯНИЯ
ЧЕРНЫХ ДЫР В КЛАСТЕРЕ

Скорость слияния черных дыр с массой m в единице фазового простран-
ства, в единицу массы и в единицу времени дается выражением

γ = f(r,v,m)

∫
dm′

∫
dv′ f(r,v′,m′) |v − v′|σ

(
m,m′, |v − v′|

)
, (2.4)

где f — функция распределения ПЧД в кластере σ — это сечение слияния
ЧД, которое дается выражением (2.1). Видно, что сечение имеет структуру
σ = σ(m,m′)|v−v′|−18/7, тогда в случае сферической симметрии в пространстве
скоростей, после интегрирования по углам, уравнение (2.4) принимает вид

γ =
14πf(r, v,m)

3v

∫
dm′

∫
dv′ v′σ(m,m′)×

× f(r, v′,m′)
[
(v + v′)3/7 − |v − v′|3/7

]
. (2.5)

Вычисление интеграла (2.5) можно упростить, если считать, что функция
распределения имеет дельта-функциональный вид:

fi(r, v,m) =
ni(r)

2πv
δ
(
v2 − v2i (r)

)
δ(m−mi), (2.6)

где индекс i обозначает i-й массовый тип ПЧД, а v2i (r) — среднеквадратичная
скорость [102]:

v2i (r) =
4π

ni(r)

0∫
ϕ(r)

dE fi(E)
[
2
(
E − ϕ(r)

)]3/2
, (2.7)

mi и ni масса и концентрация i-го типа ПЧД в кластере соответственно. Други-
ми словами, считается, что на расстоянии r от центра кластера все ЧД имеют
одинаковую скорость v2i (r), а её направление изотропно. После интегрирования
уравнения (2.4), получим темп слияния ПЧД j-го типа со всеми остальными
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ПЧД:

Γj =
14π

3

∑
i

σ(mj,mi)

∫
dr r2

njni
vjvi

[
(vj + vi)

3/7 − |vj − vi|3/7
]
, (2.8)

где было введено обозначение
√
v2 = v̄. Для того, чтобы получить темп слияния

ЧД j-го типа с каким-то конкретным типом k, следует в сумме (2.8) оставить
только k-ое слагаемое.

В этой работе мы не учитываем возможность формирования новых мас-
совых сортов ПЧД в результате их слияния, как, например, в [77]. Как видно из
оценки (2.2) и как мы покажем в наших расчетах на один кластер приходится
∼ 1 слияния тяжелых ПЧД с массой 10M� за время эволюции 10 млрд. лет.
В основном события гравитационных волн, источником которых может быть
кластер, будут обусловлены слиянием с ЦЧД.
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3.РЕЗУЛЬТАТЫ

Мы рассматриваем кластер, который формируются на красном смещении
zf ∼ 104 и имеет следующий профиль плотности для всех ПЧД:

ρ(r) = ρ0

(
r

r0

)−1(
1 +

r2

r20

)−2
, (3.1)

где ρ0 — константа нормировки и r0 — параметр, определяющий характерный
размер скопления, мы задаем его равным r0 = 1 пк. Спектр масс ПЧД в кла-
стере имеет вид [53]:

dN

dm
∝ m−2, (3.2)

с диапазоном изменения масс от 10−2M� до 10M�, масса ЦЧД M• = 100M�.
Как было отмечено во введении, мы учитываем аккрецию скрытой массы

на кластер. Вокруг коллапсировавшего объекта в расширяющейся Вселенной
формируется гало скрытой массы с профилем плотности ρ ∝ r−9/4 [48; 93]. По-
казатель профиля может быть и другим, что связано с неточечным характером
коллапсировавшего объекта [46; 94], и может меняться от −1 до −3. В наших
расчетах мы выбираем профиль плотности скрытой массы в виде:

ρDM = ρ0, DM

(
1 +

r

r0

)−9/4
, (3.3)

где ρ0,DM = ρ̄DM(zf) ∼ 104M� пк−3 — средняя плотность Скрытой массы Все-
ленной на момент zf . Более точные выражения для (3.3) и (3.1) могут быть
получены в результате расчета формирования и отцепления кластера от рас-
ширения Вселенной [46]. Для сравнения, мы также приводим результаты эво-
люции СПЧД для моделей без гало Скрытой массы и для монохроматического
спектра масс m = 10M�.

Мы считаем, что флуктуация плотности кластера δρ/ρ ∼ 1, что является
требованием для коллапса объекта. Из этого условия легко получить массу
кластера. δρ/ρ ∼ 1 означает, что ρ0,DM ∼ 3Mcl/4πr

3
0, отсюда следует, что Mcl ∼

105M� при r0 = 1 пк.
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Выбор zf ∼ 104 обусловлен тем, что в грубом приближении можно счи-
тать, что гравитационно связанные объекты не формируются до zeq ≈ 3400. А
более позднее формирование кластера означало бы, что он не доминирует по
плотности и является только малой флуктуацией δρ/ρ < 1, которая, тем не ме-
нее, может запустить раннее формирование гравитационно-связанного объекта.
В этом случае ПЧД не будут доминировать по плотности в получившемся га-
ло, однако в результате динамического трения о частицы скрытой массы могут
«осесть» в центре и сформировать кластер [123].

3.1. ЭВОЛЮЦИЯ МАССОВОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЧД

10-3 10-2 10-1 100 101
100

101

102

103

104

Рисунок 3.1 — Профиль плотности ПЧД в кластере для разных моментов вре-
мени. точки обозначают радиус, содержащий M•(t) массы, кресты — радиус,
содержащий половину массы

На рисунке (3.1) представлена эволюция массового распределения ПЧД
в скоплении. Отметим, что dM(r)/dr ∝ r2ρ(r), т.е. график отражает диффе-
ренциальное распределение массы. Можно видеть, что в центральной области
скопления устанавливается касп ρ ∝ r−7/4. Это так называемый касп Баккала-
Вольфа [68], но под ним сосредоточена масса . M•(t). Основная часть массы
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кластера подчиняется профилю ρ ∝ r−2 — примерно плоский максимум всех
линий (кроме синей) на графике (3.1).

10-1 100 101 102 103 104

10-1

100

101

102

90 %

50 %

20 %

5 %

1 %

DM halo
w/o DM halo

(а)

10-1 100 101 102 103 104
10-2

10-1

100

101

90 %

50 %

20 %

5 %

1 %

mass spectrum
single mass

(б)

Рисунок 3.2 — Эволюция массовых оболочек, содержащих указанное количе-
ство массы (в процентах от Mcl). (а): Для модели кластера, окруженного гало
скрытой массы и без него. (б): Для модели кластера с ПЧД одинаковой массы
m = 10M� и для спектра масс ПЧД (3.2)

График (3.2) показывает эволюцию лагранжевых координат для разных
моделей. Из (3.2а) видно характерное различие в эволюции кластера с гало
скрытой массы и без него. Моделирование как с гало так и без него следует
классической динамике ШЗС: происходит коллапс кора и начинается стадия
автомодельного расширения r ∝ t2/3, вызванная присутствием ЦЧД [73; 119].
Однако наличие гало замедляет темп этого расширения r ∝ t1/3 для внутренних
оболочек и r ∝ t1/5 для внешних, что связано с динамическим трением ПЧД о
частицы скрытой массы, которое приводит к тому, что ПЧД теряют энергию.
В результате этого кластер практически сохраняет свой размер: rh ∼ 30 пк без
гало и rh ∼ 3 пк c гало. Следует отметить, что расширение ШЗС не обязательно
связано с наличием ЦЧД и имеет место в общем случае после коллапса кора,
который приводит к тому, что в центре ШЗС формируется источник энергии.
Например, он может быть связан с формированием двойных звездных систем,
которые, взаимодействуя с другими звездами, будут сближаться, тем самым
передавая им энергию [78; 124–128].

Рисунок (3.2б) показывает, что наличие широкого диапазона изменения
масс ПЧД приводит к «мягкому» коллапсу кора, в то время как для для кла-
стера с монохроматическим спектром масс это явление имеет классический
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«резкий» характер. Подобное различие объясняется тем, что в первом случае
массивные ПЧД испытывают динамическое трение о менее массивные, что бо-
лее подробно отражено на рисунке (3.3а). График (3.3б) показывает массовое
распределение в конченый момент времени. Кластер приобретает «слоистую»
структуру в результате динамического — чем тяжелее ПЧД, тем ближе к цен-
тру они расположены. Также следует отметить, что самые массивные ПЧД в
центре имеют касп Баккала-Вольфа, в то время как более легкие имеют менее
крутой касп ρ ∝ r−3/2.

10-1 100 101 102 103 104

0.2

0.5

1

2

4

(а)

10-3 10-2 10-1 100 101
10-4

10-2

100

102

104

(б)

Рисунок 3.3 — (а): Эволюция радиуса, содержащего половину массы rh, для
разных массовых сортов в кластере.(б): Массовое распределение разных типов
ПЧД в конечный момент времени t = 10 млрд. лет, кресты обозначают радиус,
содержащий половину массы rh

3.2. ТЕМП СЛИЯНИЙ ПЧД

На графике (3.4а) представлена частота слияний ПЧД с массой 10M� с
ЦЧД в зависимости от времени для различных моделей. Первый максимум на
графике связан с формированием каспа Баккала-Вольфа, второй — с коллапсом
кора. Можно отметить, что в результате резкого сжатия центральных массовых
оболочек для кластера с монохроматическим спектром масс (см. рисунок (3.2б))
происходит резкое увеличение темпа слияний при t ∼ 100 млн. лет. Для кла-
стера со спектром масс (3.2) этот рост имеет более плавную зависимость из-за
сегрегации масс. Дальнейший спад темпа слияний обусловлен тем, что кла-
стер автомодельно расширяется. Можно видеть, что учет гало скрытой массы
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Рисунок 3.4 — (а): Скорость слияний ПЧД с массой 10M� с ЦЧД в зависимости
от времени.(б): Зависимость массы ЦЧД от времени

значительно (примерно на 2 порядка) увеличивает темп слияний, однако из-за
большой массы ЦЧД & 300M� регистрация таких событий сейчас невозможна
наземными детекторами гравитационных волн.

10-2 100 102 104

10-12

10-11

10-10

10-9

10-8

mass spectrum
single mass
w/o DM halo

Рисунок 3.5 — Скорость слияний ПЧД с массой 10M� для различных моделей
кластера

Рисунок (3.5) показывает эволюцию частоты слияний ПЧД с массой 10M�.
Зависимость скорости слияния ПЧД между собой и ЦЧД (рисунок (3.4а)) име-
ет одинаковые особенности. За время эволюции кластера ПЧД с массой 10M�

испытывают ∼ 1 слияния друг с другом и ∼ 20 − 30 слияний с ЦЧД. Тем
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не менее полученные результаты могут быть использованы для установления
ограничения на кластеры ПЧД в современную эпоху. Скорость слияния ЧД с
массой ∼ 10M� оценивается LIGO/Virgo как ∼ 100 лет−1 Гпк−3 [129]. Таким
образом, на кластеры ПЧД возникает ограничение:

Γ fcl ΩDM ρc
Mcl

. 100 лет−1 Гпк−3, (3.4)

где ρc ≈ 126M� кпк−3 — критическая плотность Вселенной и ΩDM ≈ 0.27 —
доля скрытой массы [130]. Из рисунка (3.5) следует, что Γ ≈ 3 × 10−11 лет−1,
тогда с учетом Mcl = 105M� получим, что fcl . 0.01. Полученный результат
сильнее, чем ограничения по Лайман-α лесу [89]: fcl . 0.05.

10-2 100 102 104

10-12

10-10

10-8

10-6

(а)

10-2 100 102 104

10-12

10-11

10-10

10-9

(б)

Рисунок 3.6 — (а): Скорость потери массы каждым массовым компонентом в
зависимости от времени, в результате их поглощения ЦЧД. (б): Темп слияний
ПЧД различных масс в зависимости от времени, на легенде указаны массы
сливающихся ЧД в массах солнца. Оба графика представлены для модели со
спектром масс ПЧД (3.2) и гало скрытой массы

Рисунок (3.6) отражает тот факт, что основной вклад в темп слияний
ПЧД вносят только самые тяжелые массовые компоненты. Например, ∼ 4 со-
бытий слияния происходит для ПЧД с массой 4.6M� с ЦЧД к моменту времени
t = 10 млрд. лет, в то время как для ПЧД 10M� — ∼ 30.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе изучена эволюция скопления ПЧД в приближении Фок-
кера-Планка. Для кластера с полной массойMcl = 105M� и спектром масс (3.2)
была получена эволюция массовых оболочек и профили плотности различных
типов ПЧД в кластере. Было изучено влияние гало скрытой массы на дина-
мику скопления и установлено, что наличие гало замедляет темп расширения
кластера из-за динамического трения ПЧД о частицы скрытой массы. Также
для сравнения были приведены результаты моделирования эволюции кластера
без гало и с монохроматическим спектром масс ПЧД с m = 10M�.

Были исследованы скорости слияний ПЧД между собой и с ЦЧД. Бы-
ло получено, что масса ЦЧД увеличивается до M• ∼ 400M� для кластера,
окруженного гало скрытой массы и до M• ∼ 120M� без учета гало. По темпу
слияний ПЧД с массой 10M� поставлено ограничение на долю кластеров ПЧД
в скрытой массе fcl . 0.01.

Было установлено, что кластеры ПЧД могут обладать уникальной сигна-
турой эволюции темпа слияний черных дыр. А именно — значительное увеличе-
ние частоты событий слияний к моменту коллапса кора. Полученные результа-
ты могут быть использованы для проверки модели кластеров ПЧД с помощью
данных будущего поколения гравитационно-волновых детекторов, способных
регистрировать слияния ЧД на больших красных смещениях z & 10.
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