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Монополь Дирака

«One would be surprised if Nature had made no use of it»

Положим B = g
4π

r
r3

:

∇ ·B = g
4π

(
∇ · r
r3

+ r · ∇ 1
r3

)
= 0, r ̸= 0∫

ds ·B =
∫
ds · g

4π
r
r3

=
∫
ds g

4πr2
= g, r = 0

 ∇ ·B = gδ3(r).

Решим систему уравнений H = ∇×A:

A =
g

4πr sin θ
(C − cos θ)eφ.
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Струна Дирака и квантоване заряда

If C = 1: AN =
g

4πr sin θ
(1− cos θ)eφ,

AS → ∞,

if C = -1: AS = −
g

4πr sin θ
(1 + cos θ)eφ,

AN → ∞,

AN −AS = ∇α ⇐⇒ Aµ → Aµ − ∂µα

g · e = 2πn

Кусков В.А. (НИЯУ МИФИ) Магнитный монополь 21 декабря 2021 3 / 14



Монополь т Хофта-Полякова

Рассмотрим SU(2)-калибровочную теорию с триплетом скалярных полей
преобразующихся по присоединенному представлению:

L = −
1

4
F a
µνF

µν,a +
1

2
Dµϕ

aDµϕa −
λ

4
(ϕaϕa − v) в калибровке ∂0 = 0, A0 = 0

В такой теории имеется спонтанное нарушение симметрии SU(2) → U(1):

⟨ϕaϕa⟩ = v2 =⇒ ϕ0 = (0, 0, v) =⇒ ϕ = (0, 0, v + φ(x))
Спектр частиц теории:

безмассовое векторное поле A3
µ;

массивные векторные поля W±
µ =

1
√
2
(A1

µ ± iA2
µ), mW = ev;

массивное скалярное поле φ, mφ =
√
2λv.
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Граничные условия

Требование конечности энергии

E =

∫
d3x

[
1

4
F a
ijF

ij,a +
1

2
Diϕ

aDiϕa +
λ

4
(ϕaϕa − v)

]
< ∞,

при заданной калибровке приводит к граничным условиям:
r → ∞ : 

ϕaϕa → v2,
Diϕa → 0,
F a
ij → 0.

f : S2
∞ → S2

ϕ

Такое отображение характеризуется топологиче-
ским инвариантом n = deg f .

В случае отображения сфер топологический инвариант равен:

n =
1

8πv3

∫
dSkε

ijkεabcϕ
a∂iϕ

b∂jϕ
c
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Низкоэнергетический предел U(1)

Простейшее нетривиальное отображение:

ϕa = v
xa

r

Из граничных условий векторное поле:

Diϕ
a = 0 → Aa

i =
1

ev2
εabcϕ

b∂iϕ
c +

1

v
Aiϕ

a

Тензор напряженности для ненарушенной
компактной U(1)em можно выбрать как:

Fµν = naF a
µν +

1

e
εabcn

aDµn
bDνn

c,

где na = ϕa/v. Тогда с учетом найденного
векторного поля Aa

i :

Fij = ∂iAj − ∂jAi +
1

ev3
εabcϕ

a∂iϕ
b∂jϕ

c
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Квантование электрического заряда

Рассмотрим магнитный заряд по определению:

g =

∫
dS ·H = −

1

2

∫
dSiε

ijkFjk = −
1

2

∫
dSiε

ijk

(
∂jAk − ∂kAj +

1

ev3
εabcϕ

a∂jϕ
b∂kϕ

c

)
=

=
1

2ev3

∫
dSiε

ijkεabcϕ
a∂jϕ

b∂kϕ
c =

4πn

e
,

Т.е. в итоге приходим к квантованию электрического заряда:

g =
4πn

e
⇐⇒ g · e = 2πnD
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Ассимптотика монополя т Хофта-Полякова

На бесконечном удалении от монополя его полевая конфигурация представляет собой:
ϕa = v

xa

r
,

Aa
i =

1

er2
εaijxj .

=⇒


ϕ = ieϕaσ

a

2
→ ωϕω−1,

Ai = ieAa
i

σa

2
→ ωAiω

−1 + ω∂iω
−1,

где ω =

(
cos θ

2 − sin θ
2e

−iφ

sin θ
2e

iφ cos θ
2

)
, т.е. удовлетворяет преобразованию ϕ → ϕ0 = (0, 0, v)

A =
1

er

1− cos θ

sin θ
eϕ, с учетом квантования g =

4πn

e
→ струна Дирака
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Предел Богомольного-Просада-Зоммерфельда

Анзатц т Хофта-Полякова:
ϕa =

xa

er2
H(ξ)

Aa
i =

1

er2
εaijxj(1−K(ξ))

=⇒


ξ2

d2K

dξ2
= KH2 +K(K2 − 1)

ξ2
d2H

dξ2
= 2K2H +

λ

e2
H(H2 − ξ2)

Такая система разрешима только в очень специальном случае λ → 0:
ξ
dK

dξ
= −KH

ξ
dH

dξ
= H + (1−K2)

=⇒


H(ξ) = ξ coth ξ − 1

K(ξ) =
ξ

sinh ξ
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Предел Богомольного-Просада-Зоммерфельда

Предел Богомольного на массу монополя:

M = E ≥ v|g|

Численно система уравнений разрешима и
предел на массу:

M =
4nv

e
f

(
λ

e2

)

где f(0) = 1, f(∞) = 1.787.
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Монополи в ТВО

Монополи т Хофта-Полякова в неабелевых теориях будут возникать при любом
нарушении симметрии до вложенной компактной группы — т.е. в любой ТВО!

Масса таких монополей M ∼ 1016 ГэВ
Монополи промежуточных масс M ∼ 1012 − 1014 ГэВ
Эффект Рубакова-Каллана:
внутри монополя содержится вакуум ненарушенной ТВО → несохранение барионного
заряда:

p+M → M + e+ + e− + e+ +M
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Экспериментальное обнаружение монополей
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Экспериментальное обнаружение монополей
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!
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