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1 Введение
Первичные черные дыры (ПЧД) могут составлять значительную часть темной

материи во Вселенной. Кластеризация ПЧД может существенно повлиять на ограни-
чения их плотности. Мы предлагаем аналитическое рассмотрение кластеризации ПЧД.
В случае если ПЧД образуют кластеры, они могут ослабить или снять существующие
ограничения на плотность равномерно распределенных ПЧД, что позволит ПЧД стать
жизнеспособными кандидатами на темную материю.

2 Исследование возможности снятия ограничения на
первичные черные дыры по белым карликам в слу-
чае кластеризации
Оценить возможность снятия ограничения на плотность ПЧД по белым карли-

кам (БК) в скоплениях в случае кластеризации. Первый этап оценки проводился при
следующих параметрах: Радиус кластера ПЧД 𝑅 = 1 пк = 3 · 1018см, общая масса кла-
стера 𝑀 = 103𝑀⊙ = 2 · 1036г . Для БК использовались стандартные значения: 𝑀БК =
1𝑀⊙, 𝑅БК = 6400 км.Для получения гравитационного сечения 𝜎ГЗ захвата БК исполь-
зовалась формула:

𝜎БК = 4𝜋𝑅2
БК ·

(︂
𝑣2
𝑣∞

)︂2

,

где 𝑣2 – вторая космическая скорость, 𝑣∞ – скорость на бесконечно большом расстоянии,
𝑅БК – радиус белого карлика. Таким образом, было получено значение 𝜎ГЗ =5.4·1011 км2

для БК. Следующая важная для нашей задачи величина – NБК – количество ПЧД, с
которыми провзаимодействует (т.е. захватит) БК при пролете через кластер. Значение
𝑁БК может быть получено следующим выражением:

𝑁 = 𝜎WD · 𝑑 · 𝑛,

Где 𝜎БК – гравитационное сечение захвата БК, 𝑑 = 2𝑅 – диаметр кластера, 𝑛 – кон-
центрация ПЧД внутри кластера. Подставив заданные в условии величины, получаем
следующее:

𝑁 =
𝜎𝑀

2𝑚𝑅2
,

где 𝑚 – масса ПЧД, принадлежащая промежутку [1018; 1024] г.

Таблица 1

m, г N
1018 6 · 108
1019 6 · 107
1020 6 · 106
1021 6 · 105
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Логарифмируя значения из таблицы 1, получаем:

Таблица 2

log(m) log(N)
18 9
19 8
20 7
21 6

По полученным данным можем построить график в логарифмическом масштабе

Рисунок 1 — Зависимость количества пойманных ПЧД белым карликом при пролете
через кластер с параметрами 𝑅 = 1пк = 3 · 1018 см, 𝑀 = 103𝑀⊙ = 2 · 1036 г от массы
ПЧД.

Следующим естественным предположением для усовершенствования модели бу-
дет изменение параметров кластера следующим образом: общая масса кластера 𝑀1 =
10−3𝑀⊙ = 2 · 1036 г, 𝑀2 = 1𝑀⊙,𝑀3 = 104𝑀⊙, радиус кластера ПЧД R =

= 1пк ·
(︁

M
M⊙

)︁ 1
3
= 3 · 1018 см ·

(︁
M
M⊙

)︁ 1
3 .
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Аналогичным образом, получаем:

Таблица 3

m,g N1 N2 N3

1018 106 6 · 107 109

1019 105 6 · 106 108

1020 104 6 · 105 107

1021 103 6 · 104 106

1022 102 6 · 103 105

1023 10 6 · 102 104

1024 1 6 · 101 103

M 10−3M⊙ 1M⊙ 104M⊙

Рисунок 2 — Зависимость количества пойманных ПЧД белым карликом при пролете
через кластер с параметрами R = 1пк = 3 · 1018 см, 𝑀1 = 10−3𝑀⊙,𝑀2 = 1𝑀⊙,𝑀3 =
104𝑀⊙ от массы ПЧД.

Следующий этап исследования заключается в построении схожей модели, но в
масштабах галактики. Параметры галактики: M = 5 · 1012𝑀⊙, R = 100 кпк. Поскольку
физика процесса та же, то и формулы сильно отличаться не будут. Таким образом,
имеем:

𝜎КЛ = 4𝜋𝑅2
КЛ ·

(︃(︂
𝑣2
𝑣∞

)︂2

+ 1

)︃
где 𝑣2 – вторая космическая скорость, 𝑣∞ – скорость на бесконечно большом расстоянии,
Rкл – радиус кластера ПЧД. Таким образом, было получено значение сечение грави-
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тационного захвата кластера 𝜎КЛ = 5.24 · 1038см2. В масштабах галактики отношение
( 𝑣2
𝑣∞

)2 стремится к нулю, поэтому формула упрощается:

𝜎кл = 4𝜋𝑅2
кл

Используя формулу (2), получим значение N – количество кластеров, в которые
залетит ПЧД при пролете сквозь галактику по диаметру: N = 1,5 для массы кластера
𝑀3 = 104𝑀⊙ – наиболее интересный для нас вариант. Для того, чтобы посчитать стати-
стическую вероятность можно разделить полученное значение N на общее количество
кластеров 𝑁𝑑, лежащих вдоль траектории полета (на диаметре галактики) БК. После
несложных подсчетов получаем отношение: p = 1.5

46415
= 3 ·10−5 – вероятность попадания

БК в кластер при пролете вдоль диагонали галактики.

3 Изменение ограничения по белым карликам на
плотность первичных черных дыр в случае их
кластеризациии (первое приближение)
Следующий этап исследования заключается в построении обратной задачи, ко-

торая представляет собой получение графика в координатах (𝑚пчд,Mкл) при прочих
фиксированных параметрах, при которых ограничение на плотность скрытой массы,
приходящейся на ПЧД, снимается.

В статье [1] приводятся оценки ограничений на долю массы ПЧД в скрытой
массе.

Рисунок 3 — Зависимость ограничений в зависимости от доли массы ПЧД в общем ко-
личестве скрытой массы от предполагаемой плотности скрытой массы в ядре шарового
скопления. Показаны три случая: 𝜌𝐷𝑀 = 4 · 102 ГэВсм−3 , 𝜌𝐷𝑀 = 2 · 103 ГэВсм−3 и
𝜌𝐷𝑀 = 104 ГэВсм−3 .

В текущей работе в рассмотрение была взята красная линия (случай 𝜌𝐷𝑀 = 104

ГэВсм−3) как крайний допустимый случай.

6



По данным значениям была решена задача:

𝑁1(𝑚пчд,Mкл) = 𝑓−1,

где 𝑁1 есть количество захватов ПЧД белым карликом при пролете через кластер ПЧД,
а 𝑓 ≡ Ω𝑃𝐵𝐻

Ω𝐷𝑀
– величина, взятая из статьи [1].

Из смысла эффекта экранировки можно утверждать, что величина, обратная доли
ПЧД в cкрытой массе, есть количество захватов ПЧД белым карликом, поскольку 𝑁1

можно рассматривать, как коэффициент, показывающий, во сколько раз уменьшится
ограничение на долю в случае кластеризации.
Для того, чтобы построить контурный график 𝑁1(𝑚пчд,Mкл) (где 𝑁1 – количество со-
бытий внутри кластера, 𝑁1 ≫ 1), была использована уже знакомая оценка:

𝑁1 = 𝜎БК · 𝑑кл · 𝑛пчд,

где 𝜎БК – гравитационное сечение захвата БК, 𝑑 = 2𝑅 – диаметр кластера, 𝑛 – концен-
трация ПЧД внутри кластера.
Подстановка постоянных величин в выражение упрощает формулу, а также выделяет
явную зависимость 𝑁1(𝑚пчд,Mкл) от 𝑚пчд и Mкл:

𝑁1(𝑚пчд,Mкл) = 108 · M
1
3
кл

𝑚пчд
,

где 108 есть константа размерности [масса
2
3 ].

Был построен график зависимости 𝑁1(𝑚пчд) при различных значениях Mкл

18 20 22 24

−6

−4

−2

0

2

4
Mкл = 10−3𝑀⊙
Mкл = 1𝑀⊙
Mкл = 104𝑀⊙

По оси Х откладывается десятичный логарифм от значения массы ПЧД 𝑙𝑜𝑔(𝑚пчд),
по оси Y � десятичный логарифм от количества захватов ПЧД белым карликом при
пролете через кластер ПЧД 𝑙𝑜𝑔(𝑁1(𝑚пчд,Mкл)).

Ограничение на долю ПЧД в скрытой массе снимается в том случае, когда ожи-
даемое количество событий при пролете БК через кластер ПЧД равно единице:

𝑁1(𝑚пчд,Mкл) = 108 · M
1
3
кл

𝑚пчд
= 1,

Поэтому в координатах (𝑚пчд,Mкл) формула приобретает вид:

Mкл(𝑚пчд) = 10−24 ·𝑚3
пчд
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Из этой формулы был получен график зависимостиMкл(𝑚пчд) в логарифмическом мас-
штабе для случая 𝑁1 = 1:

18 19 20 21 22 23 24

0

5

10

15

20
𝑁1 = 1

Зависимость массы кластера Mкл(𝑚пчд) от массы ПЧД 𝑚пчд и 𝑓 в общем случае
дается следующей формулой:

Mкл(𝑚пчд,𝑓
−1 ≡ 𝑁1) = 10−24 · (𝑓−1(𝑚пчд) ·𝑚пчд)

3

Для получения значений 𝑁1 был использован график 𝑓(𝑚пчд) из статьи [1]
(Рисунок 3). В рассмотрение был взят крайний случай 𝜌𝑑𝑚 = 104𝐺𝑒𝑉 𝑐𝑚−3 (красная
линия).

По полученным значениям был построен график в координатах Mкл(𝑚пчд).

18 19 20 21 22 23 24

5

10

15

20

Разрешенная зона отмечена зеленым цветом.
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В системе координат, учитывающей ограничения из статьи [1] линия для случая
N1=1 лежит в допустимых значениях масс кластера и ПЧД

18 19 20 21 22 23 24

0

5

10

15

20
𝑁1 = 1

Также был рассмотрен случай 𝑁1 = 100:

𝑁1(𝑚пчд,Mкл) = 108 · M
1
3
кл

𝑚пчд
= 100,

Отсюда

Mкл(𝑚пчд) = 10−18 ·𝑚3
пчд

И соответствующий график зависимостиMкл(𝑚пчд) в логарифмическом масшта-
бе для случая 𝑁1 = 100:

18 19 20 21 22 23 24

5

10

15

20 𝑁1 = 100
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В общей системе координат получается следующая картина:

18 19 20 21 22 23 24

0

5

10

15

20
𝑁1 = 1
𝑁1 = 100

Следующий этап исследования заключается в получений ограничений на долю
ПЧД в cкрытой массе в случае их кластеризации. Другими словами, получении 𝑓 ′ –
допустимой доли ПЧД в cкрытой массе в рассматриваемой модели.

При первом рассмотрении выражение, определяющее 𝑓 ′ выглядело следующим
образом:

𝑓 ′ = 𝑓 ·𝑁1 = 𝑓 · 108 · M
1
3
кл

𝑚пчд
,

Поскольку 𝑁1 имеет смысл того, во сколько раз уменьшается ограничение 𝑓 из
статьи [1] из-за эффекта экранировки, вызванной кластеризацией ПЧД.

Был построен график в логарифмическом масштабе для разных масс кластеров
ПЧД в общей системе координат (Ω𝑃𝐵𝐻

Ω𝐷𝑀
, 𝑚пчд) c ограничениями из статьи [1], которые

представляют случай нулевой кластеризации.На графике это красная линия.

18 19 20 21 22 23 24
−6

−4

−2

0

2 Mкл = 102𝑀⊙
Mкл = 103𝑀⊙
Mкл = 104𝑀⊙

Поскольку график зависимости ведет себя неправильно при увеличении m и ведет себя
не так как ожидается, формула для 𝑓 ′ была преобразована cледующим образом:

𝑓 ′ = 𝑓 ·𝑁1 = 𝑓 ·
(︁
108 · M

1
3
кл

𝑚пчд
+ 1
)︁
,

Поправочная единица появилась, поскольку рассматриваются сиуации, где 𝑁1 >
1, то есть после первого взаимодействия (крайний предельный случай).
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Был получен соответствующий график в логарифмическом масштабе для раз-
ных масс кластеров ПЧД. По оси ординат откладывается Ω𝑃𝐵𝐻

Ω𝐷𝑀
,по оси абсцисс –𝑚пчд.

красная линия на графике – это c ограничения из статьи [1] .

18 19 20 21 22 23 24

−2

−1

0

1

2

3
Mкл = 102𝑀⊙
Mкл = 103𝑀⊙
Mкл = 104𝑀⊙

Из графика видно, что в случае кластеризации доля скрытой массы, приходя-
щейся на ПЧД, увеличивается. В области высоких масс ПЧД ограничения становятся
равны таковым для случая нулевой кластеризации (статья [1]).

4 Изменение ограничения по белым карликам на
плотность первичных черных дыр в случае их
кластеризациии (второе приближение)
Следующий этап исследования заключается в решении задачи, которая представ-

ляет собой получение графика в координатах (Ωпчд/ΩСМ, пчд) для случая кластеризации
ПЧД. В статье [1] были получены ограничения на долю ПЧД в случае равномерного
распределения ПЧД. Референтный график:

Рисунок 4 — Зависимость ограничений в зависимости от доли массы ПЧД в общем ко-
личестве скрытой массы от предполагаемой плотности скрытой массы в ядре шарового
скопления. Показаны три случая: 𝜌𝐷𝑀 = 4 · 102 ГэВсм−3 , 𝜌𝐷𝑀 = 2 · 103 ГэВсм−3 и
𝜌𝐷𝑀 = 104 ГэВсм−3 .
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Вероятность взаимодействия белого карлика с ПЧД в случае равномерного рас-
пределения ПЧД даётся формулой:

𝑁 = 𝑛пчд · 𝜎БК · 𝑣БК · 𝑡,

где 𝜎БК – гравитационное сечение захвата БК, 𝑣БК – скорость БК на бесконечно боль-
шом расстоянии 𝑛пчд – концентрация ПЧД внутри галактики, 𝑡 - характерное время
задачи.

Вероятность взаимодействия белого карлика с ПЧД в случае кластеризации да-
ётся формулой:

𝑁кл = [𝑛кл · 𝜎кл · 𝑣БК · 𝑡]× [𝑛кл
пчд · 𝜎БК · 𝑑кл],

Cравним вероятности взаимодействия БК с ПЧД в некластеризованном и кластеризо-
ванном случаях. В некластеризованном случае формула выглядит просто – БК просто
должен попасть в ПЧД. В случае же кластеризации формула состоит из двух мно-
жителей, один из которых отвечает за вероятность попасть в кластер, другой – за
вероятность взаимодействия БК с ПЧД внутри кластера.

Теперь необходимо учесть эффект экранировки, поскольку нас интересует только
первое взаимодействие, поскольку после него уже можно утверждать, что БК будет
уничтожен. Все дальнейшие взаимодействия экранируются. Формула

𝑁кл = [𝑛кл · 𝜎кл · 𝑣БК · 𝑡]× [𝑛кл
пчд · 𝜎БК · 𝑑кл]

принимает вид:
𝑁кл = [𝑛кл · 𝜎кл · 𝑣БК · 𝑡]× [1− 𝑒𝑥𝑝(−𝑁кл

вз )]

Таким образом, мы имеет на руках две формулы, которые в параметризованной рас-
четной форме имеют следующий вид:

𝑁 =
1014

𝑚пчд

𝑁кл(𝑚пчд,𝑀кл) =
1014

𝑚пчд
× [1− 𝑒𝑥𝑝(−108 · 𝑀

1/3
кл

𝑚пчд
)]

По этим формулам построим график зависимости вероятности первого взаимодействия
от массы ПЧД при разных массах кластера. Видно, что кластеризованная вероятность
меньше таковой в случае равномерного распределения ПЧД по галактике.
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Рисунок 5 — График зависимости вероятности первого взаимодействия ПЧД с БК от
массы ПЧД при разных массах кластера.

Найдем отношение этих вероятностей. Из ранее упомянутых формул получаем
расчетную формулу для отношения вероятностей.

𝑁кл

𝑁
=

[𝑛кл · 𝜎кл · 𝑣БК · 𝑡]× [1− 𝑒𝑥𝑝(−𝑁кл
вз )]

𝑛пчд · 𝜎БК · 𝑣БК · 𝑡

𝑁кл(𝑚пчд,𝑀кл)

𝑁(𝑚пчд)
= [1− 𝑒𝑥𝑝(−108 · 𝑀

1/3
кл

𝑚пчд
)

Отсюда строим график зависимости отношения кластеризованного случая к некла-
стеризованному.
Из графика отношений получаем коэффициент пропорциональности, связывающий кла-
стеризованный случай с некластеризованным. После этого берем ограничение на долю
ПЧД в скрытой массе из статьи Капеллы, Пширкова, Тинякова и получаем ограниче-
ния с поправкой на кластеризацию ПЧД.

13



Рисунок 6 — График отношения вероятности первого взаимодействия БК с ПЧД кла-
стеризованного случая к некластеризованному случаю.

Из графика отношений получаем коэффициент пропорциональности, связываю-
щий кластеризованный случай с некластеризованным. После этого берем ограничение
на долю ПЧД в скрытой массе из статьи Капеллы, Пширкова, Тинякова и получаем
ограничения с поправкой на кластеризацию ПЧД.
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Рисунок 7 — Зависимость ограничений в зависимости от доли массы ПЧД в общем
количестве скрытой массы от предполагаемой плотности скрытой массы в случае кла-
стеризации.

5 Заключение
В данной работе в первом этапе “Исследование возможности снятия ограниче-

ния на первичные черные дыры по белым карликам в случае кластеризации” получе-
ны количественные оценки взаимодействия БК с кластером ПЧД. Данные занесены
в таблицу 1. Значения логарифмов чисел из таблицы 1 занесены в таблицу 2. На ее
основании был построен график зависимости количества пойманных ПЧД белым кар-
ликом при пролете через кластер с параметрами R = 1пк, M = 103𝑀⊙ от массы ПЧД
(рисунок 1). Развивая мысль, начальные параметры кластера были изменены в пользу
физической достоверности. Следуя алгоритму из предыдущего этапа, были получены
таблицы 3 и 4. На их основании был построен график зависимости количества пой-
манных ПЧД белым карликом при пролете через кластер с параметрами R = 1пк,
𝑀1 = 10−3𝑀⊙,𝑀2 = 1𝑀⊙,𝑀3 = 104𝑀⊙, от массы ПЧД. Для того, чтобы показать, как
меняется характер графика, на одной координатной плоскости изображено 3 линии,
соответствующие разным массам кластеров. После этого была сделана оценка гравита-
ционного сечения, а затем и количества кластеров, в которые залетит БК в масштабах
галактики при пролете вдоль диаметра. Используя полученные данные, была получена
вероятность попадания БК в кластер. Порядок величины – 10−5. Полученные результа-
ты свидетельствуют о том, что в случае нахождения БК внутри кластера он достоверно
захватит ПЧД, как следствие, будет уничтожен. Но в то же время вероятность попада-
ния в кластер мала. Таким образом, ограничение на плотность распространения ПЧД
можно снять, заменив его на вероятность попадания в кластер. Второй этап работы за-
ключался в пересмотре ограничений, поскольку результаты предыдущего, оценочного,
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этапа свидетельствовали, что это возможно. Для получения ограничений на плотность
массы ПЧД в скрытой массе в случае их кластеризации решалась обратная задача

𝑁1(𝑚пчд,Mкл) = 𝑓−1,

где 𝑁1 есть количество захватов ПЧД белым карликом при пролете через кластер ПЧД,
а 𝑓 ≡ Ω𝑃𝐵𝐻

Ω𝐷𝑀
– величина, взятая из статьи [1].

Из смысла эффекта экранировки можно утверждать, что величина, обратная доли
ПЧД в cкрытой массе, есть количество захватов ПЧД белым карликом, поскольку 𝑁1

можно рассматривать, как коэффициент, показывающий, во сколько раз уменьшится
ограничение на долю в случае кластеризации.
Из этой формулы был получен график зависимости Mкл(𝑚пчд) в логарифмическом
масштабе и разрешенные значения для случая нулевой кластеризации. На него были
нанесены два случая: 𝑁1 = 1 и 𝑁1 = 100.
Следующий этап исследования заключается в получений ограничений на долю ПЧД в
cкрытой массе в случае их кластеризации. Другими словами, получении 𝑓 ′ – допусти-
мой доли ПЧД в cкрытой массе в рассматриваемой модели.
Из модельных приближений была получена аналитическая формула, определяющая 𝑓 ′.

𝑓 ′ = 𝑓 ·𝑁1 = 𝑓 ·
(︁
108 · M

1
3
кл

𝑚пчд
+ 1
)︁
,

Был получен соответствующий график в логарифмическом масштабе для разных масс
кластеров ПЧД. Из графика видно, что в случае кластеризации доля скрытой массы,
приходящейся на ПЧД, увеличивается. В области высоких масс ПЧД ограничения ста-
новятся равны таковым для случая нулевой кластеризации (статья [1]). Таким образом,
в в первом приближении мы получили результаты, увеличивающие возможную долю
ПЧД в скрытой массе за счет их кластеризации.

В результате второго приближения нам удалось в значительной степени пере-
смотреть ограничения на долю ПЧД в скрытой массе. Удалось изменить, а где-то даже
снять, ограничение по белым карликам на плотность первичных черных дыр в случае
их кластеризации.
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