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Figure 1. Schematic illustration of the features most relevant to the fission phenomenon.
The red curve depicts (in a one-dimensional projection) the potential energy as a function
of the elongation; the ground state is at the lowest minimum, and the shape-isomeric
state is at the second minimum. From these states it is possible to tunnel through the
potential barrier. Tunnelling is also relevant for neutron or photon induced fission when
the resulting initial state lies below the fission barrier. If the initial state is excited above
the fission barrier, it may undergo a complicated shape evolution crossing the barrier
from above. Once the system finds itself beyond the barrier, it relatively quickly descends
towards scission. There it divides into two nascent fragments, which subsequently move
apart under the influence of their mutual Coulomb repulsion while gradually attaining
their equilibrium shapes and become primary fragments. Primary fragments then de-
excite by evaporating neutrons, radiating photons, and undergoing β decay.

In addition to an SF, fission can be induced by a variety of nuclear reactions. The fission-
induced processes include: neutron capture (responsible for energy production in fission reac-
tors), electron capture and beta decay, photofission, and reactions involving charged particles
and heavy ions. In all these processes, the fissioning nucleus is created in an excited state,
which may lie above or below the fission barrier.

Theoretical descriptions of fission induced by fast probes often assume the creation of
a compound nucleus at a given thermal excitation energy. However, as discussed later, that
assumption might be ill-founded for fast probes because the nuclear system may not have
sufficient time to thermalise before undergoing fission. This becomes increasingly important
at higher energies where pre-equilibrium processes play an increasingly significant role and
may lead to the emission of one or more nucleons before equilibrium is reached. Moreover, as
the excitation energy of the compound nucleus is increased, neutron evaporation competes ever
more favourably with fission and as a result, one or more neutrons may be evaporated before fis-
sion occurs (multi-chance fission). In addition, for non-thermalised systems one should develop
approaches using fixed energy rather than fixed temperature.

2.2. Important observables

When talking about fission observables, it is important to remember that what is often
considered ‘experimental’ is often the result of an indirect process, in which a quantity of

5

Рисунок 1 — Схематическое изображение процесса ядерного деления
[Michael Bender et al, — J. Phys. G: Nucl. Part. Phys., v. 47, iss. 11,

113002, 2020].
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Двухцентровой симметричный осциллятор (1/4)

Потенциал

V (ρ, z) =
mω2ρ2

2
+

mω2
(
|z | − z0

)2

2
(1)

описан в работе P. Holzer, U. Mosel, and W. Greiner,
«Double-centre oscillator and its application to fission», — Nuclear
Physics A, v. 138, iss. 2, 1969.

Была решена задача без спин-орбитального
взаимодействия(

− ℏ2

2m
∇2 + V (ρ, z)

)
ϕ(ρ, z , φ) = E0 · ϕ(ρ, z , φ). (2)
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Двухцентровой симметричный осциллятор (2/4)

Волновые функции получены разделением переменных

ϕnφnρnz (φ, ρ, z) = vnφ(φ)χnφnρ(ρ)ζnz (z), (3)

где
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exp(inφφ)√
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, nρ ∈ N0, (4b)
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Двухцентровой симметричный осциллятор (3/4)
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Рисунок 2 — Графики нечётной аксиальной функции ζ(−)(z) ≡ ζ1(z)
при зависимости nz(z0), определяющейся квантовым числом

nz(z0 = 0) = 1.
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Рисунок 3 — Графики чётной аксиальной функции ζ(+)(z) ≡ ζ0(z) при
зависимости nz(z0), определяющейся квантовым числом

nz(z0 = 0) = 0.

Д. А. Ситьков (НИЯУ «МИФИ») Ядерные реакции и деление ядер 2 мая 2023 г. 7 / 24



Двухцентровой симметричный осциллятор (4/4)

Получены энергетические уровни

E 0
nφnρnz (z0) = ℏω(z0)

(
|nφ|+ 2nρ + nz(z0) + 3/2

)
. (6)
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Рисунок 4 — Зависимости низших энергетических уровней от
параметра растяжения z0 для ядра с A = 235.
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Спин-орбитальное слагаемое (1/2)

Введение ядерного спин-орбитального взаимодействия
производится путём добавления к потенциалу V (ρ, z) слагаемого

V1(ℓ̂, ŝ) = −κℏω · 2ℓ̂ · ŝ, (7)

описанного в работе D. Scharnweber, W. Greiner, and U. Mosel,
«The two-center shell model», — Nuclear Physics A, v. 164, iss. 2,
1971.

Оператор орбитального момента для нуклона,
помещённого в поле V , имеет вид

L̂ = ∇V × p̂, L̂ ≡ ℏmω2ℓ̂. (8)
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Спин-орбитальное слагаемое (2/2)

В цилиндрических координатах оператор L̂ имеет
компоненты

L̂± = ∓ℏe±iφ

(
∂V

∂ρ

∂

∂z
− ∂V

∂z

∂

∂ρ
∓ i

∂V

∂z

1
ρ

∂

∂φ

)
, (9a)

L̂z = −iℏ
1
ρ

∂V

∂ρ

∂

∂φ
. (9b)
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Низшие энергетические уровни (1/4)
Векторы состояний со спиновой частью

Φnφnρnz (φ, ρ, z , s) = ϕnφnρnz (φ, ρ, z)σ(s) ⇐⇒ |nφ nρ nz s⟩ . (10)

Гамильтониан системы имеет вид

Ĥ = Ĥ0 + V1(ℓ̂, ŝ), (11)

где Ĥ0 — гамильтониан невозмущённого двухцентрового
осциллятора.

Так, его матричные элементы〈
n′φ n

′
ρ n

′
z s

′∣∣Ĥ∣∣nφ nρ nz s〉 = E0(z0)δn′φ,nφδn′ρ,nρδn′z ,nzδs′,s−κℏω(z0)×

×
( 〈

n′φ n
′
ρ n

′
z

∣∣ℓ+∣∣nφ nρ nz〉 δs′,s−1 +
〈
n′φ n

′
ρ n

′
z

∣∣ℓ−∣∣nφ nρ nz〉 δs′,s+1 +

+ 2snφδn′φ,nφδn′ρ,nρδn′z ,nzδs′,s
)
. (12)
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Низшие энергетические уровни (2/4)
Были рассмотрены первые вектора состояний: |0 0 0±1/2⟩,

|0 0 1±1/2⟩, |1 0 0±1/2⟩, |1 0 1±1/2⟩ и получены ненулевые
матричные элементы

⟨0 0 0−1/2|Ĥ|0 0 0−1/2⟩ = E 0
000, (13a)

⟨0 0 0+1/2|Ĥ|0 0 0+1/2⟩ = E 0
000, (13b)

⟨1 0 1−1/2|Ĥ|0 0 0+1/2⟩ = +κℏω ⟨ζ1|z1|ζ0⟩ , (13c)

⟨0 0 1−1/2|Ĥ|0 0 1−1/2⟩ = E 0
001, (14a)

⟨0 0 1+1/2|Ĥ|0 0 1+1/2⟩ = E 0
001, (14b)

⟨1 0 0−1/2|Ĥ|0 0 1+1/2⟩ = +κℏω ⟨ζ0|z1|ζ1⟩ , (14c)
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⟨1 0 0−1/2|Ĥ|1 0 0−1/2⟩ = E 0
100 + κℏω, (15a)

⟨0 0 1+1/2|Ĥ|1 0 0−1/2⟩ = −κℏω ⟨ζ0|z1|ζ1⟩ , (15b)

⟨1 0 0+1/2|Ĥ|1 0 0+1/2⟩ = E 0
100 − κℏω, (15c)

⟨1 0 1−1/2|Ĥ|1 0 1−1/2⟩ = E 0
101 + κℏω, (16a)

⟨0 0 0+1/2|Ĥ|1 0 1−1/2⟩ = −κℏω ⟨ζ1|z1|ζ0⟩ , (16b)

⟨1 0 1+1/2|Ĥ|1 0 1+1/2⟩ = E 0
101 − κℏω, (16c)

где E 0
nφnρnz = E 0

nφnρnz (z0) — энергия соответствующего

невозмущённого уровня, оператор z1 =
√

ℏ
mω

(
mω
ℏ z + ∂

∂z

)
,

константа κ = 0.05, ζnz (z) — аксиальная часть функций
Φnφnρnz (φ, ρ, z , s).
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Низшие энергетические уровни (3/4)
С их помощью были получены новые энергетические

уровни системы:
E

(2)
1,2 = E 0

000, (17)

E
(4)
1 = E 0

001, (18a)

E
(4)
2 = E 0

100 − κℏω, (18b)

E
(4)
3,4 ≈ E 0

100 + E 0
001 + κℏω
2

±

±

√(
E 0

100 − E 0
001

)2
+ 2κℏω ·

(
E 0

100 − E 0
001

)
2

. (18c)
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Низшие энергетические уровни (4/4)

При рассмотрении ограниченного количества волновых
функций получим лишь оценочные оставшиеся энергетические
уровни

E
(8)
1 ∼ E 0

101 + κℏω, (19a)

E
(8)
2 ∼ E 0

101 − κℏω. (19b)
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Рисунок 5 — Сравнение энергетических уровней.
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Расчёты по TALYS

Комплекс TALYS-1.9 является хорошей основой для
получения надёжных оценок сечений: с разумной точностью как
экспериментальные данные, так и существующие оценки
воспроизводятся расчётами по TALYS с определённым набором
параметров.

Для реакций
91Zr(n, p)91g/mY;
91Zr(n, n+α)87g/mSr;
115In(n, 2n)114g/mIn;
115In(n, n′)115g/mIn

были произведены расчёты для проверки «разумной точности»
комплекса.
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Рисунок 6 — Разброс сечений, вычисленных по TALYS-1.9, для разных
моделей плотности уровней возбуждённых атомных ядер для

реакции 91Zr(n, p)91mY.
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Рисунок 7 — Усреднение сечений, вычисленных по TALYS-1.9, для
реакции 91Zr(n, p)91mY.
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Рисунок 8 — Усреднение сечений, вычисленных по TALYS-1.9, для
реакции 115In(n, 2n)114mIn.
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Рисунок 9 — Усреднение сечений, вычисленных по TALYS-1.9, для
реакции 115In(n, n′)115mIn.
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Заключение (1/2)

В ходе проделанной работы
введено спин-орбитальное взаимодействие в модели
двухцентрового симметричного осциллятора → получены
новые энергетические уровни на ограниченном количестве
волновых функций;

установлена возможность использования программного
комплекса TALYS-1.9 для получения оценок для сечений
реакций, протекающих с образованием ядер в изомерных
(долгоживущих) состояниях → при использовании
дополнительных параметров в ряде случаев комплекс можно
использовать как предсказательный инструмент.
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Заключение (2/2)

В дальнейшем планируется
нахождение волновых функций и энергий одночастичных
состояний в двухцентровой модели ядра (в частности, для
описания деления ядер);

изучение возможностей программного комплекса TALYS-1.9
по моделированию ядерных реакций.
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