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Нелинейная 𝑂(𝑛) сигма-модель

В нелинейных 𝑂(𝑛) сигма-моделях поле описывается как точечная
частица, движущуюся по (𝑛− 1)-мерному многообразию. Действие
данной модели

𝑆(𝐺) =
1

4𝜋

∫︁
𝐺𝑖𝑗(X)𝜕𝜇𝑋

𝑖𝜕𝜇𝑋𝑗 𝑑𝑛𝜎,

где 𝐺𝑖𝑗 – метрический тензор, который должен удовлетворять
уравнению ренорм-группы (РГ)

�̇�𝑖𝑗 +∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = −𝛽𝑖𝑗(𝐺).
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Мотивировка

Сигма-модели находят множество применений
Например она проще и точнее позволяет получить некоторые
результаты в квантовой хромодинамике.
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Разложение 𝛽-функции

Бета функцию можно разложить по степеням ℏ

𝛽𝑖𝑗(𝐺) = 𝛽
(0)
𝑖𝑗 (𝐺) + 𝛽

(1)
𝑖𝑗 (𝐺) + 𝛽

(2)
𝑖𝑗 (𝐺) + . . .

В схеме минимального вычитания (MS) известны следующие
выражения

𝛽
(1)
𝑖𝑗 (𝐺) = 𝑅𝑖𝑗 ,

𝛽
(2)
𝑖𝑗 (𝐺) =

1

2
𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚𝑅𝑗

𝑘𝑙𝑚,

𝛽
(3)
𝑖𝑗 (𝐺) =

1

8
∇𝑘𝑅𝑖𝑙𝑚𝑛∇𝑘𝑅𝑗

𝑙𝑚𝑛 − 1

16
∇𝑖𝑅𝑘𝑙𝑚𝑛∇𝑗𝑅

𝑘𝑙𝑚𝑛−

− 1

2
𝑅𝑖𝑚𝑛𝑘𝑅𝑗𝑝𝑞

𝑘𝑅𝑚𝑞𝑛𝑝 − 3

8
𝑅𝑖𝑘𝑙𝑗𝑅

𝑘𝑚𝑛𝑝𝑅𝑙
𝑚𝑛𝑝.
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𝛽-функция в случае трехмерного поля.
В случаи, когда многообразие трехмерное тензор Римана можно
выразить через тензор Риччи, метрический тензор и скалярную
кривизну. Тогда бета функции можно представит как

𝛽
(1)
𝑖𝑗 (𝐺) = 𝑅𝑖𝑗 ,

𝛽
(2)
𝑖𝑗 (𝐺) =

(︂
𝑅𝑘𝑙𝑅

𝑘𝑙 +
1

2
𝑅2

)︂
𝐺𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗𝑅−𝑅𝑖

𝑘𝑅𝑗𝑘,

𝛽
(3)
𝑖𝑗 (𝐺) =

(︂
3

4
𝑅𝑘

𝑚𝑅𝑘𝑙𝑅𝑙𝑚 − 7

8
𝑅𝑘𝑙𝑅

𝑘𝑙𝑅+
1

4
𝑅3 − 1

8
(∇𝑘𝑅)(∇𝑘𝑅)+

+
1

4
(∇𝑚𝑅𝑘𝑙)(∇𝑚𝑅𝑘𝑙)

)︂
𝐺𝑖𝑗 +

5

2
𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙𝑅

𝑘𝑙 − 11

8
𝑅𝑖𝑗𝑅

2+

+
1

4
(∇𝑘𝑅𝑖𝑗)(∇𝑘𝑅)− 3𝑅𝑖

𝑘𝑅𝑗
𝑙𝑅𝑘𝑙 +

19

8
𝑅𝑘

𝑖𝑅𝑗𝑘𝑅− 1

4
(∇𝑙𝑅𝑗𝑘)(∇𝑙𝑅𝑖

𝑘)−

− 1

4
(∇𝑖𝑅

𝑘𝑙)(∇𝑗𝑅𝑘𝑙) +
1

16
(∇𝑖𝑅)(∇𝑗𝑅).
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Возмущение метрики

Основной задачей данной исследовательской работы было
определение 𝛽-функции после возмущения метрики.

̃︀𝐺𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗 +𝐺
(0)
𝑖𝑗 +𝐺

(1)
𝑖𝑗 +𝐺

(2)
𝑖𝑗 +𝐺

(3)
𝑖𝑗 + . . .

где 𝐺
(𝐿)
𝑖𝑗 – добавка с размерной характеристикой ℏ𝐿. Тогда можно их

представить, как линейную комбинацию тензоров с размерной
характеристикой ℏ.

𝐺
(0)
𝑖𝑗 = 𝑐1𝐺𝑖𝑗𝑅+ 𝑐2𝑅𝑖𝑗 ,

𝐺
(1)
𝑖𝑗 = 𝑐3𝐺𝑖𝑗𝑅

2 + 𝑐4𝐺𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙𝑅
𝑘𝑙 + 𝑐5𝐺𝑖𝑗∇2𝑅+ 𝑐6𝐺𝑖𝑗∇𝑘∇𝑙𝑅𝑘𝑙 + 𝑐7𝑅𝑖𝑗𝑅+

+ 𝑐8∇2𝑅𝑖𝑗 + 𝑐9𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗
𝑙 + 𝑐10∇𝑖∇𝑗𝑅+ 𝑐11∇𝑖∇𝑘𝑅𝑗𝑘 + 𝑐12∇𝑘∇𝑖𝑅𝑗𝑘.
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Измененная 𝛽-функция

С помощью пакетов xTensor и xPert в Wolfram Mathematica из
уравнения ренорм-группы была вычислена бета функция при новой
метрике

𝛽
(1)
𝑖𝑗 (𝐺) = 𝑅𝑖𝑗 ,

𝛽
(2)
𝑖𝑗 (𝐺) = −𝑅𝑘

𝑖𝑅𝑗𝑘 + (1 + 𝑐2)𝐺𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙𝑅
𝑘𝑙 + (1− 𝑐2)𝑅𝑖𝑗𝑅− 1

2
𝐺𝑖𝑗𝑅

2−

− 1

2
𝑐2∇𝑗∇𝑖𝑅+

1

2
𝑐2𝐺𝑖𝑗∇2𝑅− 𝑐2𝐺𝑖𝑗∇𝑘∇𝑙𝑅

𝑘𝑙.

Полученная формула для 𝛽
(3)
𝑖𝑗 (𝐺) – слишком громоздкая.
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