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𝑂(𝑛) сигма-модель

𝑂(𝑛) сигма-модель – скалярная теория поля, описывающая поле как
точечную частицу, движущуюся по данному (𝑛− 1)-мерному
многообразию. Действие модели:

𝑆(𝐺) =
1

4𝜋

∫︁
𝐺𝑖𝑗(X)𝜕𝜇𝑋

𝑖𝜕𝜇𝑋𝑗 𝑑𝑛𝜎,

где 𝐺𝑖𝑗 – метрический тензор, X – координаты на многообразии.
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Мотивировка

Сигма-модели находят множество применений. Например, она
позволяет проще и точнее чем киральная теория возмущений
получить некоторые результаты в квантовой хромодинамике.
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Об интегрируемой 𝑂(4) сигма-модели

Предполагается, что метрика имеет вид

𝑑𝑠2 = (ℎ− 1− 𝜅2)

(︃
𝑑𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
+

+

(︂
1− 𝜅2𝑟2

1− 𝑟2
− 2𝜅2

ℎ

)︂−1

𝑑𝜑2
1 + 𝑟2𝜑2

2

)︃
,

причем она должна удовлетворять уравнению ренормгруппы

�̇�𝑖𝑗 +∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = −𝛽𝑖𝑗 (𝐺) .
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Возмущенная бета-функция

̃︀𝛽𝑖𝑗(𝐺) = ̃︀𝛽(1)
𝑖𝑗 (𝐺) + ̃︀𝛽(2)

𝑖𝑗 (𝐺) + ̃︀𝛽(3)
𝑖𝑗 (𝐺) + . . .

Известно, как выглядят первые слагаемые:

̃︀𝛽(1)
𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 ,̃︀𝛽(2)

𝑖𝑗 = −𝑅𝑘
𝑖𝑅𝑗𝑘 + (1 + 𝑐2)𝐺𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙𝑅

𝑘𝑙 + (1− 𝑐2)𝑅𝑖𝑗𝑅− 1

2
𝐺𝑖𝑗𝑅

2−

−1

2
𝑐2∇𝑖∇𝑗𝑅+

1

2
𝑐2𝐺𝑖𝑗∇𝑘∇𝑘𝑅− 𝑐2𝐺𝑖𝑗∇𝑘∇𝑙𝑅

𝑘𝑙
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О наборе пакетов xAct

Официальный сайт: http://xact.es/
Представляет набор пакетов для тензорной компьютерной алгебры

xCoba предоставляет возможности работы с многообразиями и
тензорами на них

xTensor расширяет возможности абстрактных тензорных
вычислений. Пакет может вычислять ковариантные производные,
что является очень важным в данной работе
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Второе слагаемое

̃︀𝛽(2)
11 =

2(1− 2𝜅2(𝑐2 + 𝑟2) + 2𝜅6𝑟2(𝑐2 + 2𝑟2 + 3𝑐2𝑟
2 − 3𝑟4 − 9𝑐2𝑟

4))

ℎ(−1 + 𝑟2)(−1 + 𝜅2𝑟2)3
+

+
𝜅8(𝑟4 − 2(1 + 𝑐2)𝑟

6 + (2 + 6𝑐2)𝑟
8)

ℎ(−1 + 𝑟2)(−1 + 𝜅2𝑟2)3
+

+
𝜅4(1− 6𝑟2 + 7𝑟4 + 2𝑐2(2− 7𝑟2 + 9𝑟4))

ℎ(−1 + 𝑟2)(−1 + 𝜅2𝑟2)3
,

̃︀𝛽(2)
22 =

2(−1 + 𝑟2)
(︀
1 + 𝜅2

(︀
−2 + 𝑐2(4− 6𝑟2)

)︀
− 2𝜅6𝑟4

(︀
1 + 𝑐2(−2 + 7𝑟2)

)︀)︀
ℎ(−1 + 𝜅2𝑟2)3

+

+
𝜅4

(︀
1 + 𝑟4 + 2𝑐2𝑟

2(−5 + 9𝑟2)
)︀
+ 𝜅8𝑟4

(︀
1 + 𝑐2(2− 2𝑟2 + 4𝑟4)

)︀
ℎ(−1 + 𝜅2𝑟2)3

,

̃︀𝛽(2)
33 =

2𝑟2(1− 2𝜅6𝑟2(1 + 𝑐2 − 2𝑟2 − 5𝑐2𝑟
2 + 3𝑟4 + 2𝑐2𝑟

4))

ℎ(−1 + 𝜅2𝑟2)2
+

+
𝜅4(1− 2𝑟2 + 7𝑟4 + 𝑐2(4− 12𝑟2))

ℎ(−1 + 𝜅2𝑟2)2
+

+
𝜅8𝑟4(1− 2𝑟2 + 2𝑟4 + 2𝑐2(−1 + 𝑟2)2) + 𝜅2(−4𝑟2 + 𝑐2(−2 + 6𝑟2))

ℎ(−1 + 𝜅2𝑟2)2
.
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Спасибо за внимание!



Результаты для однопетлевого случая

RG уравнение имеет вид

�̇�𝑖𝑗 + 2∇𝑖∇𝑗Ψ = −𝑅𝑖𝑗 .

Потенциал, удовлетворяющий однопетлевому RG уравнению:

Ψ =
1

2
ln
⃒⃒
1− 𝜅2𝑟2

⃒⃒
.

Ограничения на ℎ и 𝜅:

ℎ̇ = 2𝜅2 − 2,

�̇� =
2𝜅3 − 2𝜅

ℎ
.
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О тензорах

Символы Кристоффеля

Γ𝑖
𝑗𝑘 =

1

2
𝐺𝑖𝑙

(︂
𝜕𝐺𝑘𝑙

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝐺𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑘
−

𝜕𝐺𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂
Тензор Римана

𝑅𝑖
𝑗𝑘𝑙 =

𝜕Γ𝑖
𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑘
−

𝜕Γ𝑖
𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑙
+ Γ𝑚

𝑗𝑙Γ
𝑖
𝑚𝑘 − Γ𝑚

𝑗𝑘Γ
𝑖
𝑚𝑙

Тензор Риччи
𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑘

𝑖𝑘𝑗
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