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1 Постановка задачи и основные формулы
Наша вселенная может иметь больше, чем обычные три пространственных
измерения. Увеличивая количество измерений, можно ожидать решение
некоторых нерешенных вопросов, например, проблемы иерархии в физике
элементарных частиц. При рассмотрении многомерных теорий гравитации
уравнения поля становятся более сложными из-за наличия дополнитель-
ных членов и геометрических величин. 𝑓(𝑅)-гравитация представляет со-
бой обобщение ОТО, в котором модификации подвергается метрическая
часть действия. Теория обеспечивает математическую основу для изучения
последствий дополнительных измерений для уравнений гравитационного
поля и для исследования последствий таких сценариев для наблюдений.

Задача была поставлена следующая: разобраться, как выводятся обоб-
щенные уравнения Эйнштейна для поля без материи в 𝑓(𝑅)-гравитации;
выяснить размер дополнительного пространства.

Имеется прямое произведение 4-мерного пространства де Ситтера и
максимально симметричного 𝑛-мерного пространства постоянной кривиз-
ны. Метрика представляется в виде

𝑑𝑠2 = ℎ(𝑟)𝑑𝑡2 − 1

ℎ(𝑟)
𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2

2 − 𝑢(𝑟)2𝑑Ω2
𝑛 (1)

с асимптотикой метрики де Ситтера:

ℎ(𝑟 → ∞) → 1− 𝐿𝑟2, 𝑟2 < 1/𝐿.

Т.е. ищем сферически симметричные объекты (с точки зрения 4-мерного
наблюдателя) с дополнительными измерениями, зависящими от радиаль-
ной координаты.

Представление функций в виде

ℎ(𝑟) = 1−𝐻2𝑟2, 𝑢(𝑟) = 𝑒𝛽(𝑟) (2)

упрощает вид уравнений. Важно учесть 1/𝐻 ≫ 0, 𝐻 – параметр Хаббла.
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2 Вариация действия в 𝑓 (𝑅)-гравитации
Стандартно действие Эйнштейна-Гильберта без материи записывается сле-
дующим образом:

𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑅,

где 𝑅 – скалярная кривизна, 𝑔𝐷 ≡ det (𝑔𝜇 𝜈), {𝜇, 𝜈} = 1, 𝐷, 𝐷 = 4 + 𝑛.
Теория обобщается заменой скалярной кривизны 𝑅 на некоторую функцию
от нее – 𝑓(𝑅). В результате обобщенное действие Эйнштейна-Гильберта
принимает вид

𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑓(𝑅). (3)

Для получения обобщённых уравнений Эйнштейна без учёта материи нуж-
но выполнить варьирование по внутренней метрике.

Вариация может быть представлена в виде

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

[︁
𝛿
(︁√︀

|𝑔𝐷|
)︁
𝑓(𝑅) +

√︀
|𝑔𝐷|𝑓𝑅𝛿 (𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈)

]︁
,

где 𝑓𝑅 ≡ 𝑑𝑓(𝑅)/𝑑𝑅. Далее требуется вычислить вариацию внутренних ча-
стей. Для первого слагаемого вариация записана ниже:

𝛿
√︀

|𝑔𝐷| = −1

2

√︀
|𝑔𝐷|𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈.

Во втором слагаемом, после раскрытия вариации произведения,

𝛿 (𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈) = 𝛿 (𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 + 𝑔𝜇𝜈𝛿 (𝑅𝜇𝜈) ,

появится слагаемое пропорциональное 𝛿𝑅𝜇𝜈, оно представляется в виде

𝛿𝑅𝜇𝜈 = ∇𝜉𝛿Γ
𝜉
𝜇𝜈 −∇𝜈𝛿Γ

𝜉
𝜇𝜉.

Вариации символов Кристоффеля в итоге выглядят следующим образом:

𝛿Γ𝜉
𝜇𝜈 = −1

2

(︀
𝑔𝜇𝜆∇𝜈𝛿𝑔

𝜆𝜉 + 𝑔𝜈𝜂∇𝜇𝛿𝑔
𝜂𝜉 − 𝑔𝜇𝜆𝑔𝜂𝜈∇𝜉𝛿𝑔𝜆𝜂

)︀
,

𝛿Γ𝜉
𝜇𝜉 = −1

2
𝑔𝜉𝜂∇𝜇𝛿𝑔

𝜂𝜉.

Тогда слагаемое, пропорциональное 𝛿𝑅𝜇𝜈, имеет вид

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝑔𝜆𝜂∇𝜉∇𝜉𝛿𝑔
𝜆𝜂 −∇𝜇∇𝜉𝛿𝑔

𝜇𝜉.

Теперь для вариации действия получается следующее выражение:

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝛿𝑔𝜇𝜈

(︂
−1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅) + 𝑓𝑅𝑅𝜇𝜈

)︂
+

+

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑓𝑅𝑔𝜆𝜂∇𝜉∇𝜉𝛿𝑔

𝜆𝜂 −
∫︁

𝑑𝐷𝑥
√︀

|𝑔𝐷|𝑓𝑅∇𝜇∇𝜉𝛿𝑔
𝜇𝜉.
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Последние два интеграла сводят к интегралам от дивергенций, вынося 𝛿𝑔𝜇𝜈

из под дифференцирования. Выражения приведены ниже:∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑓𝑅𝑔𝜆𝜂∇𝜉∇𝜉𝛿𝑔

𝜆𝜂 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|∇𝜏𝑁𝜏+

+

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑔𝜆𝜂∇𝜉∇𝜉𝑓𝑅𝛿𝑔

𝜆𝜂,

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝑓𝑅∇𝜇∇𝜉𝛿𝑔

𝜇𝜉 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|∇𝜇𝑀

𝜇+

+

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|∇𝜇∇𝜉𝑓𝑅𝛿𝑔

𝜇𝜉.

Таким образом, теперь можно записать вариацию действия:

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|𝛿𝑔𝜇𝜈

(︂
−1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅) + 𝑓𝑅𝑅𝜇𝜈 + 𝑔𝜇𝜈∇𝜉∇𝜉𝑓𝑅 −∇𝜇∇𝜈𝑓𝑅

)︂
+

+

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|∇𝜏𝑁𝜏 −

∫︁
𝑑𝐷𝑥

√︀
|𝑔𝐷|∇𝜇𝑀

𝜇. (4)
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3 Система уравнений Эйнштейна при n=2
Выберем число дополнительных измерений 𝑛 = 2, тогда метрика (1) имеет
вид

𝑑𝑠2 = ℎ(𝑟)𝑑𝑡2 − 1

ℎ(𝑟)
𝑑𝑟2 − 𝑟2

(︀
𝑑𝜃2 + sin(𝜃)2𝑑𝜙2

)︀
−

− 𝑢(𝑟)2
(︀
𝑑(𝑥5)2 + sin(𝑥5)2𝑑(𝑥6)2

)︀
. (5)

Обобщённые уравнения Эйнштейна без учёта материи для краткости в тек-
сте будут обозначены как система 𝑒𝑞𝑠(𝜇, 𝜈), её можно записать следующим
образом:

𝑒𝑞𝑠(𝜇, 𝜈) : −1

2
𝑓(𝑅)𝛿𝜇𝜈 + (𝑅𝜇

𝜈 +∇𝜇∇𝜈 − 𝛿𝜇𝜈□𝐷) 𝑓𝑅 = 0, (6)

где □𝐷 = ∇𝜉∇𝜉. Далее в тексте будет будут опущены аргументы 𝑟 у функ-
ций. Скаляр Риччи зависит от 𝑟, он записан ниже с учётом (2):

𝑅 =
1

𝑟

(︀
4𝑟
(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′′ + 2𝑟𝑒−2𝛽 + 6𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′2+

+
(︀
16𝐻2𝑟2 − 8

)︀
𝛽′ + 12𝐻2𝑟

)︀
. (7)

Уравнения Эйнштейна из системы (6) тождественны нулю для компонент
𝜇 ̸= 𝜈, при 𝜇 = 𝜈 вид уравнений приведён ниже:

𝑒𝑞𝑠(𝑡, 𝑡) : −𝑓(𝑅)

2
+ 𝑓𝑅

(︀
2𝐻2𝑟𝛽′ + 3𝐻2

)︀
+

+ 𝑓𝑅𝑅
1

2𝑟

[︀(︀
−4𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′ − 6𝐻2𝑟2 + 4

)︀
𝑅′ − 2𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′′]︀−

− 𝑓𝑅𝑅𝑅𝑟
(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′2 = 0, (8)

𝑒𝑞𝑠(𝑟, 𝑟) : −𝑓(𝑅)

2
+𝑓𝑅

(︀
2
(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′2 + 2𝐻2𝑟𝛽′ + 2

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′′ + 3𝐻2

)︀
−

− 𝑓𝑅𝑅
2

𝑟

(︂
𝑟
(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′ +

3𝐻2𝑟2

2
− 1

)︂
𝑅′ = 0,

𝑒𝑞𝑠(𝜃, 𝜃) = 𝑒𝑞𝑠(𝜙, 𝜙) : −𝑓(𝑅)

2
+ 𝑓𝑅

1

2𝑟

(︀
4𝛽′ (︀𝐻2𝑟2 − 1

)︀
+ 6𝐻2𝑟

)︀
+

+ 𝑓𝑅𝑅
1

2𝑟

[︀(︀
−4𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′ − 6𝐻2𝑟2 + 2

)︀
𝑅′ − 2𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′′]︀−

− 𝑓𝑅𝑅𝑅

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′2 = 0,
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𝑒𝑞𝑠(5, 5) = 𝑒𝑞𝑠(6, 6) : −𝑓(𝑅)

2
+ 𝑓𝑅

1

2𝑟

[︁
2𝑟𝑒−2𝛽 + 4𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′2+

+
(︀
8𝐻2𝑟2 − 4

)︀
𝛽′ + 2𝛽′′𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀ ]︁
+

+ 𝑓𝑅𝑅
1

2𝑟

(︀
−2𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′𝛽′ +

(︀
−8𝐻2𝑟2 + 4

)︀
𝑅′ − 2𝑟𝑅′′ (︀𝐻2𝑟2 − 1

)︀)︀
−

− 𝑓𝑅𝑅𝑅

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′2 = 0.

Введём явный вид функции 𝑓(𝑅):

𝑓(𝑅) = 𝑎𝑅2 +𝑅 + 𝑐, (9)

где 𝑎, 𝑐 – параметры модели, причём 𝑎 > 0.
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4 Зависимость размера доп. пространства от
параметров модели и параметра Хаббла

Размер дополнительного пространства можно найти, решая, к примеру,
первое уравнение (8) системы (6). С учётом явного вида 𝑓(𝑅) (9) уравнение
(8) принимает вид

𝑒𝑞𝑠(𝑡, 𝑡) : −𝑎𝑅2 +𝑅 + 𝑐

2
+𝐻2 (2𝑟𝛽′ + 3) (2𝑎𝑅 + 1)+

+
1

𝑟

[︀(︀
−4𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝛽′ − 6𝐻2𝑟2 + 4

)︀
𝑅′ − 2𝑟

(︀
𝐻2𝑟2 − 1

)︀
𝑅′′]︀ 𝑎 = 0. (10)

Подставляя явный вид скаляра Риччи (7) и полагая 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, решаем
(10) относительно 𝛽, в результате:

𝛽∓ = −
ln

(︃
−12𝑎𝐻2 ∓

√
144𝐻4𝑎2 − 4𝑎𝑐+ 1 + 1

4𝑎

)︃
2

.

Сам размер дополнительного пространства представлен ниже:

𝑒𝛽∓ =
2√︂

−12𝑎𝐻2 ∓
√
144𝐻4𝑎2 − 4𝑎𝑐+ 1 + 1

𝑎

. (11)

Ранее были определены следующие значения для параметров:

𝑎 > 0, 𝐻 ≪ 1.

Для действительной величины размера дополнительного пространства из
уравнения (11) вытекает требование

− 12𝑎𝐻2 ±
√︀
144𝐻4𝑎2 − 4𝑎𝑐+ 1− 1 > 0. (12)

При нижнем знаке перед корнем в (12) получается выражение:

12𝑎𝐻2 + 1 < −
√
· · ·,

что по сути собой являет утверждение ′′(полож. число) < (отриц. число)′′;
не имеет решений. При верхнем знаке перед корнем в (12), после преобра-
зований, получается связь параметров:

− 6𝐻2 > 𝑐 (13)

(т.е. параметр 𝑐 может быть только отрицательным числом). Поэтому остав-
ляем только верхний знак в уравнении (11): 𝑒𝛽−.
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На рисунках 1 и 2 приведена зависимость 𝑒𝛽− от параметра 𝑎, варьиру-
ется параметр 𝑐. От параметра 𝐻 вариация не приводит к большим измене-
ниям (график только чуть поднимается при увеличении), поэтому графики
с его вариацией не приведены.

На рисунках 3 и 4 приведена зависимость 𝑒𝛽− от параметра 𝑐, варьиру-
ется параметр 𝑎. Как и раньше, от параметра 𝐻 вариация не приводит к
большим изменениям.

На рисунках 5, 6, 7 и 8 приведена зависимость 𝑒𝛽− от параметра 𝐻,
варьируются параметры 𝑎 и 𝑐.
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Рис. 1: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝑎 при малых значениях 𝑐

Рис. 2: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝑎 при больших значениях 𝑐

Рис. 3: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝑐 при малых значениях 𝑎

Рис. 4: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝑐 при больших значениях 𝑎
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Рис. 5: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝐻 при малых значениях 𝑎 и
малых значениях 𝑐

Рис. 6: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝐻 при больших значениях 𝑎
и малых значениях 𝑐

Рис. 7: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝐻 при малых значениях 𝑎 и
больших значениях 𝑐

Рис. 8: Зависимость 𝑒𝛽− от пара-
метра 𝐻 при больших значениях 𝑎
и больших значениях 𝑐
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5 Заключение
Была выяснена зависимость размера дополнительного пространства от па-
раметров модели и параметра Хаббла в рамках 𝑓(𝑅)-гравитации. Из гра-
фиков видно, что размер дополнительного пространства очень сильно за-
висит от параметра модели 𝑐 при любых значениях остальных параметров:
при приближении 𝑐 к предельному значению −6𝐻2, размер резко увеличи-
вается.

От параметра модели 𝑎 размер также явно зависит при любых значе-
ниях параметров 𝑐 и 𝐻, однако видно, чем ближе значения параметра 𝑐 к
предельным, тем сильнее зависимость размера от параметра 𝑎. С увеличе-
нием параметра 𝑎 рост размера замедляется.

Зависимость размера доп. пространства от параметра Хаббла 𝐻 на-
чинает проявляется только при стремлении параметра 𝑐 к предельному
значению, в остальных случаях резкая зависимость отсутствует.
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