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ВВЕДЕНИЕ
Даннаяработапосвященаизучениетого,какизменяетсяβ-функциявтрех-

мерном пространстве полей при ковариантном возмущении метрики. Данные
вычисленияпроделанывпакетах xTensorи xPertвWolfram Mathematica, а такжерас-
сматривается частный случай O(4) сигма модель.

Сигмамоделимогут оказаться лучшедругих известных теорий.Например,
линейная сигма модель проще и точнее позволяет вычислить зарядовый радиус
пионов и каонов, а так же массы пионов и некоторых нуклонов, чем хиральная
теория возмущения [1]. Нелинейные сигма модели могут применяться в физике
конденсированного состояния [2], в частности при описания квантового эффек-
та Холла, сверхтекучего гелия-3 [3].

Так же сигма модели могут найти применения в теории струн, например
действие Полякова выглядит как [4]

S =
1

2
T0

∫
d2σ

√
−ggabGµν(x)∂ax

µ∂bx
ν , (0.1)

где gab — метрика на поверхности, заметаемой струной, Gµν — метрика в про-
странстве, xµ —координаты бозонных струн. Если вместо gab рассматривать мет-
рику Минковского, то получится действие сигма модели (1.1).

ВквантовойхромодинамикенеполучаетсяописатьтакоеявлениекакКон-
файнмент с помощи теории возмущения. В этой связи для качественного описа-
ния непертурбативных явлений можно использовать игрушечные модели, схо-
жие с КХД. В сигма моделях например наблюдается явление ассимптотической
свободы и некоторых других явлений из КХД [5].

1. ОСНОВНЫЕОПРЕДЕЛЕНИЯ
Вданнойработерассматриваетсяσмодель, вкоторойскалярноеполеотоб-

ражается в риманово многообразие, действие в котором записывается как

S(G) =
1

4π

∫
Gij(x)∂µX

i∂µXjdn x, (1.1)

где x – координата на многообразии, аGij – метрический тензор, для которой вы-
полняется уравнение ренорм-группы (РГ) [6].

Ġij +∇iVj +∇jVi = −βij(G), (1.2)

где Ġij =
d
d t
Gij – производнаяметрики помасштабу энергии или так называемый

поток Риччи.
Бета функцию можно разложить по степеням h̄

βij(G) = β
(1)
ij (G) + β

(2)
ij (G) + β

(3)
ij (G) + . . . (1.3)

где h̄ – параметр, аналогичный постоянной Планка.
В схеме минимального вычитания (MS) известны следующие выражения

[7] для первых порядков β-функции.
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β
(1)
ij (G) = Rij,

β
(2)
ij (G) =

1

2
RiklmRj

klm,

β
(3)
ij (G) =

1

8
∇kRilmn∇kRj

lmn − 1

16
∇iRklmn∇jR

klmn−

− 1

2
RimnkRjpq

kRmqnp − 3

8
RikljR

kmnpRl
mnp.

(1.4)

В случаи, когда многообразие трехмерное тензор Римана можно выразить
через тензор Риччи, метрический тензор и скалярную кривизну следующим об-
разом.

Rijkl = GjlRik −GjkRil −GilRjk +GikRjl +
1

2
R(GilGjk −GikGjl). (1.5)

Тогда бета функции (1.4) можно представит как

β
(1)
ij (G) = Rij,

β
(2)
ij (G) =

(
RklR

kl +
1

2
R2

)
Gij +RijR−Ri

kRjk,

β
(3)
ij (G) =

(
3

4
Rk

mRklRlm − 7

8
RklR

klR +
1

4
R3 − 1

8
(∇kR)(∇kR)+

+
1

4
(∇mRkl)(∇mRkl)

)
Gij +

5

2
RijRklR

kl − 11

8
RijR

2+

+
1

4
(∇kRij)(∇kR)− 3Ri

kRj
lRkl +

19

8
Rk

iRjkR− 1

4
(∇lRjk)(∇lRi

k)−

− 1

4
(∇iR

kl)(∇jRkl) +
1

16
(∇iR)(∇jR).

(1.6)

Примечательно, что возмущая метрику мы можем избавиться от расхож-
дений в следующих приближения по h̄.

2. ВОЗМУЩЕНИЕМЕТРИКИ
Наша задача выяснить как изменяется бета функция при переопределе-

нии метрики. Пусть метрика преобразуется следующим образом

G̃ij = Gij +G
(0)
ij +G

(1)
ij +G

(2)
ij +G

(3)
ij + . . . (2.1)

гдеG(L)
ij – слагаемое с размерной характеристикой h̄L. Это делается для того, что-

бы устранить расходимости в следующих приближениях по h̄.
Заметим,чтобетафункциявыражаетсятолькочерезтензорРиччиRij , ска-

лярную кривизну R, метрический тензор Gij и ковариантные производные ∇i.
МетрикеGij приписываетсяразмерная характеристикаh̄−1, отсюдаGij имеет раз-
мерную характеристику h̄. Ковариантная производная и тензор Риччи имеют ну-
левую размерную характристику h̄0 = 1, а скалярная кривизна, будучи сверткой
тензора Риччи и метрического тензора имеет размерность h̄.

Можно заметить, что если тензор состоит изNR символовRиN∇ символов
∇, то его размерная характеристика равнаNR + 1

2
N∇ − 1.

Во-первых из этого наблюдения можно сделать вывод, что β
(L)
ij (G) имеет

размерную характеристику h̄L−1, во-вторых можно перечислить все возможные
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тензоры порядка h̄0 , h̄1 и h̄2

l0 = {GijR,Rij}
l1 = {GijR

2, GijRklR
kl, Gij∇2R,Gij∇k∇lRkl, RijR,

∇2Rij, RilRj
l,∇i∇jR,∇i∇kRjk,∇k∇iRjk}.

(2.2)

Количество тензоров порядка h̄2 слишком велико, поэтому их список вынесен в
Приложение. Возможно в данном списке какие-то тензоры не учтены или на-
оборот выписаны линейно зависимые.

Тогда поправкикметрикеG(L)
ij можнопредставить как линейныекомбина-

ции тензоров lL, для краткости выпишем толькоG
(0)
ij иG

(1)
ij

G
(0)
ij = c1GijR + c2Rij,

G
(1)
ij = c3GijR

2 + c4GijRklR
kl + c5Gij∇2R + c6Gij∇k∇lRkl + c7RijR+

+ c8∇2Rij + c9RilRj
l + c10∇i∇jR + c11∇i∇kRjk + c12∇k∇iRjk.

(2.3)

Спомощьюпакетов xTensorи xPertвWolfram Mathematicaизуравненияренорм-
группы (1.2) была вычислена бета функция при новой метрике (2.1)

β
(1)
ij (G) = Rij,

β
(2)
ij (G) = −Rk

iRjk + (1 + c2)GijRklR
kl + (1− c2)RijR− 1

2
GijR

2−

− 1

2
c2∇j∇iR +

1

2
c2Gij∇2R− c2Gij∇k∇lR

kl.

(2.4)

Формула для β
(3)
ij (G) оказалась слишком громоздкой, поэтому она помещена в

Приложение.

3. ОДНОПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВЕНИЕ
РассмотримчастныйслучайO(4) сигмамодель. Еслирассматриватьпервое

приближение (h̄0), то уравнению ренорм-группы 1.2 удовлетворяет следующая
метрика

ds2 =
2κ

h̄

(
dr2

(1− r2)(1− κ2r2)
+

1− r2

1− κ2r2
dφ2

1 + r2dφ2
2

)
, (3.1)

где h̄ = h̄(t), κ = κ(t) – параметры, зависящие от масштаба энергии. Для данной
метрики мы искали векторное поле в виде V = ∇Ψ, гдеΨ = 1

2
ln |1− κ2r2| и нашли

ограничения на параметры h̄ и κ в виде дифференциальных уравнение

˙̄h = 0;

κ̇ = h̄(κ2 − 1),
(3.2)

то есть h̄ = 0 и κ = arctgh̄t.
Примечательно то, что при κ = 0 метрика 3.1 является метрикой трехмер-

ной сферы, а при κ = 1 переходит в плоскость. то есть κ является параметром
деформации модели.
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4. ДВУХПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВНЕНИЕ

Метрика 3.1 во втором приближении (h̄1) не удовлетворяет РГ уравнению
1.2. Будем искать поправку к метрике в следующем виде:

G
(0)
ij = h̄

f(r)Grr 0 0
0 0 0
0 0 0

 , (4.1)

где f(r) – произвольная функция, которая зависят только от r, так как мы пред-
полагаем, что изометрии относительно φ1 и φ2 сохранятся.

Символы Кристоффеля порядка h̄0 и h̄1 равны:

Γr
rr

(0) = r
κ2 + 1− 2κ2r2

(1− r2)(1− κ2r2)

Γr
rr

(1) = −r
κ2 + 1− 2κ2r2

(1− r2)(1− κ2r2)
f(r)

Γr
φ1φ1

(0) = −r
(κ2 − 1)(1− r2)

1− κ2r2

Γr
φ1φ1

(1) = r
(κ2 − 1)(1− r2)

1− κ2r2
f(r)

Γr
φ2φ2

(0) = −r(1− r2)(1− κ2r2)

Γr
φ2φ2

(1) = r(1− r2)(1− κ2r2)f(r)

(4.2)

В этом приближении мы имеем следующие уравнения:

Ġij+∂iV
(1)
j +∂JV

(1)
i −2V

(0)
k Γk

ij
(1)−2V

(1)
k Γk

ij
(0) = −

(
β
(1)
ij (G(0)) + β0

ij(G
(0) +G(1))− β0

ij(G
(0))
)
.

(4.3)
Поправку к бета функции по h̄1 диагональны и равны:

β
(1)
11 (G

(0)) =
h̄ (2r4k6 − 2r2 (r2 + 2) k4 + 4r2k2 + 2k2 − 2)

(r2 − 1) k (r2k2 − 1)3
+

+ c2
h̄ (r4 (4r4 − 1) k8 − 12r6k6 + 4r4k6 + 2r2k6 + 3 (3r4 − 4r2 + 1) k4 + 6r2k2 − 3)

(r2 − 1) k (r2k2 − 1)3

β
(1)
22 (G

(0)) =
(r2 − 1)h̄ (−2r6k6 + 2r4k6 + 4r4k4 − 2r2k4 − 4r2k2 + 2)

k (r2k2 − 1)2
+

+ c2
(r2 − 1)h̄ (2r6k6 + r2k6 − 6r4k4 + 2r2k4 + 3 (r2 − 2) k2 + k4 + 3)

k (r2k2 − 1)2

β
(1)
33 (G

(0)) = −r2h̄ (k2 − 1) (−2r4k4 + 2r2k4 + 2r2k2 − 2)

k (r2k2 − 1)2
−

− c2
r2h̄ (k2 − 1) (r4 (2r2 − 1) k6 + r2 (2− 9r2) k4 + 3 (4r2 − 1) k2 − 3)

k (r2k2 − 1)2

β0
11(G

(0) +G(1))− β0
11(G

(0)) =
f ′(r) (r2k2 − 1)

2
(r4k2 − 2r2 + 1)

2r (r2 − 1) (r2k2 − 1)3

β0
22(G

(0) +G(1))− β0
22(G

(0)) =
h̄ (r2 − 1) (k2 − 1) (rf ′(r) (r2k2 − 1)− 4f(r))

2 (r2k2 − 1)2

β0
33(G

(0) +G(1))− β0
33(G

(0)) =
1

2
h̄r
((
r2 − 1

)
f ′(r) + 4f(r)

) (
r2k2 − 1

)
(4.4)
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Из недиагональных уравнений получаем условие на V (1){
2V

(1)
r Γr

rφ1

(0) = ∂rV
(1)
φ1 − ∂φ1V

(1)
r

2V
(1)
r Γr

rφ2

(0) = ∂rV
(1)
φ2 − ∂φ2V

(1)
r ,

(4.5)

которое имеет решение V (1)
r = V (r) и Vφ = 0. Запишем второе и третье диагональ-

ное уравнение: {
−2V

(1)
r Γr

φ1φ1

(0) − 2V
(0)
r Γr

φ1φ1

(1) = −(βφ1φ1)
(1)

−2V
(1)
r Γr

φ1φ1

(0) − 2V
(0)
r Γr

φ2φ2

(1) = −(βφ2φ2)
(1).

(4.6)

Заметим, что этодваразных уравнениянаV (1)
r , значитонидолжныбыть совмест-

ными, то есть
Γr
φ1φ1

(0)

Γr
φ2φ2

(0)
=

Γr
φ1φ1

(1)

Γr
φ2φ2

(1)
=

(βφ1φ1)
(1)

(βφ2φ2)
(1)
. (4.7)

Несложно проверить, что
Γr
φ1φ1

(0)

Γr
φ2φ2

(0)
=

Γr
φ1φ1

(1)

Γr
φ2φ2

(1)
=

κ2 − 1

(1− κ2r2)2
, (4.8)

а значит
(βφ1φ1)

(1) = (βφ2φ2)
(1)

κ2 − 1

(1− κ2r2)2
. (4.9)

Отсюда получим, что

2f(r)h̄(κ2r4 − 1) = β
(1)
22 (G

(0))−
(1− κ2r2)2

κ2 − 1
β
(1)
11 (G

(0)), (4.10)

то есть мы нашли f(r) для любого параметра c2. Теперь можно найти V
(1)
r из 4.6 и

получить ограничения на h̄ и κ из уравнения
ḟ(r) + 2∂rV

(1)
r + 2V (1)

r Γr
rr

(0) + 2V (0)
r Γr

rr
(1) = −(βrr)

(1), (4.11)
однако полученные уравнения оказались слишком громоздкими.

5. АНАЛОГИЯСO(3)
Так как прямыми вычислениями не удалось подобрать f(r), то можно по-

пробовать посмотреть на добавку к метрике в O(3). В данной модели метрика в
двухпетлевом случае выглядит как [8]

ds2 =
2κ

h̄

(
1− h̄κ(1−r2)

1−κ2r2

(1− r2)(1− κ2r2)
dr2 +

1− r2

1− κ2r2
dφ2

1

)
. (5.1)

Как можно заметить в однопетлевом случае она совпадает с первыми дву-
мя компонентами (3.1). Поэтому можно сделать предположение, что

f(r) = Aκ
1− r2

1− κ2r2
, (5.2)

где A — произвольная константа. Теперь нам требуется проверить, что уравне-
ния (4.6) должны быть совместны для такой f(r). Отсюда следует условие

1

Γr
φ1φ1

(0)

(
(βφ1φ1)

(1) − 2V (0)
r Γr

φ1φ1

(1)
)
=

1

Γr
φ2φ2

(0)

(
(βφ2φ2)

(1) − 2V (0)
r Γr

φ2φ2

(1)
)
, (5.3)

то есть теперь требуется подобрать константы c2 и A таким образом, чтобы это
уравнение выполнялось.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Врамкахданнойисследовательскойработыбылорассмотренопонятиенели-

нейной интегрируемой O(4) сигма модели. Основным объектом исследования
стало изучение первых трех порядков бета-функции из РГ уравнения (1.2), а так
жеихвидпривозмущенииметрики (2.1, 2.4), которыебылиполученыспомощью
пакетов xTensor и xPert в Wolfram Mathematica. Было проверено, что в однопетлевом
случае метрика 3.1 удовлетворяет РГ уравнению 1.2, а так же была предпринята
попытка поиска поправок в двухпетлевом случае. Дальнейшая работа будет по-
священа поиску констант c2 и A, чтобы удовлетворить условию 5.3, получению
V

(1)
r , а так же поиску условий на κ и h̄.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Список тензоров порядка h̄2

l2 = {GijR
3, GijRRklR

kl, GijRklR
k
pR

pl, GijR∇2R,Gij∇lR∇lR,

GijRlm∇l∇mR,Gij(∇lRl,m)(∇mR), GijR∇l∇mRlm, GijR
lm∇2Rlm,

Gij(∇pRlm)(∇pRlm), GijR
pm∇l∇pRlm, Gij(∇pR

pm)(∇lRlm),

Gij(∇lRpm)(∇pRlm), Gij∇l∇m∇l∇m, Gij∇p∇m∇p∇lRlm,

RijR
2, RijRlmR

lm, Rij∇2R, (∇pRik)(∇pR
k
j ), R

k
j∇2Rik, RikRjlR

kl,

Rik∇k∇lRjl, (∇lRik)(∇kRjl), (∇kRik)(∇lRjl), (∇l∇kRik)Rjl,

(∇iR)(∇jR), R∇i∇jR, (∇iRkl)(∇jR
kl), Rkl∇i∇jR

kl,∇i∇j∇2R

∇i∇j∇l∇kRkl, (∇iRjk)(∇kR), (∇i∇kRjk)R, (∇iR)(∇kRjk),

(∇i∇kRjk)R, (∇iR)(∇kRjk), (∇i∇kR)Rjk, (∇iRjk)(∇pR
kp),

(∇iRjk)(∇pR
kp), (∇i∇pRjk)R

kp, (∇iR
kp)(∇pRjk), (∇i∇pR

kp)Rjk,

∇i∇k∇2Rk
j , Rik∇j∇kR, (∇kRik)(∇jR), Rik∇j∇lR

kl, (∇lRik)(∇jR
kl), RikR

k
jR}

β
(3)
ij (G) = (c1 + c9)Ri

kRj
lRkl + (c7 − c4)RijRklR

kl + (−2c1 − c2 + 2c4)GijRk
mRklRlm+

+ 2c2Ri
kRjkR + (c1 + 2c3)GijRklR

klR−
(c1
2
+ 2c2 + c3

)
RijR

2 +
1

2
c2GijR

3+

+
1

2
(c1 − c21 + 3c12 + c9 + 2c11)R

kl∇i∇jRkl + (c1 − c6 − c7)Rij∇k∇lR
kl−

− (c1 + c2 + 2c3)GijR∇k∇lR
kl − (c5 + c6)Gij∇k∇l∇2Rkl+

+
1

2
(2c1(c2 − 1)− 3c2 + 3c22 − 6c3 − c7)R∇i∇jR+

+
1

2
(2c10 + c11 + c12 − c5)∇i∇j∇2R− 1

2
(2c10 + c11 + c12 + c6)∇i∇j∇k∇lR

kl+

+
1

2
(c2 + c7 + c9 − c1c2)Rjk∇i∇kR ++

1

2
(c2 + c7 + c9 − c1c2)Rik∇j∇kR

+

(
c11 +

1

2
(c1 − c21 + 3c12 + c9)

)
Rkl∇i∇lRjk+

+

(
c11 +

c12 + 8

2

)
Rj

k∇i∇lRk
l +

1

2
c8Ri

k∇l∇jR
l
k+

+
1

4
(c21 − 1 + 2(4c10 + c11 + c12 − 2c4 − 2c9))∇iR

kl∇jRkl+

+

(
1

16
+

3c22
4

+
c1
2
(1 + 2c2)− c3 − c7

)
∇iR∇jR+

+
1

2
(c7 − c1(1 + c2))∇jR∇kRi

k +
1

2
(c7 − c1(1 + c2))∇iR∇kRj

k−

− 1

2
c1c2R∇k∇iRj

k − 1

2
c1c2R∇k∇jRi

k +
1

2
c1c2R∇2Rij+

+
1

2
(c7 − c1 − 2c2 − 2c5)Rij∇2R +

1

2
(c1 + c2 + 2c22 + 2c3)GijR∇2R+

+
1

4
(c21 + 2(2c10 − c11 − c12 + c7)− c1(2 + c2))∇iRjk∇kR+

+
1

4
(c21 + 2(2c10 + c7)− c1(2 + c2))∇jRik∇kR−

(
2c8 +

c21
2

)
∇kRjl∇lRi

k+
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+
1

4
(1 + c1(4 + c2)− c21 − 2(c10 + 2c7 + c8))∇kRij∇kR+

+
1

4

(
c22 −

1

2
− c1(2 + c2)− 4c3 − 2c5

)
Gij∇kR∇kR+

+
1

2
(c1 − c21 + 3c11 + 3c12 + c9)∇iRj

k∇lRk
l +

1

2
(c1 + c9 + c12 − c21)R

kl∇l∇jRik+

+
1

2
(c1 − c21 + c11 + c12 + c9)∇jRi

k∇lRk
l +

1

2
(c21 − c11 − c12 − 2c8)∇kRij∇lRk

l+

+

(
1

2
(c1 − 4)c− 2 + c5 − c6

)
Gij∇kR∇lRk

l +
1

2
(c21 − c12 + 2c8)R

kl∇k∇lRij−

− 1

2
(c1 + c8 + c9 + c12)Rj

k∇l∇kRi
l − 1

2
(c1 + c8 + c9)Ri

k∇l∇kRj
l

+
1

2
(c8 + c12)Rj

k∇2Rik +
1

2
c8Ri

k∇2Rjk +
1

2
(c5 + c6)Gij∇2∇2R+

+
1

2
(c1 + 2c8 + c9 + 2c11 + 2c12)∇iRkl∇lRj

k +
1

2
(c1 + 2c8 + c9)∇jRkl∇lRi

k+

+ (2c1 + 2c2 − 2c4 + 3c6)GijR
kl∇m∇lRk

m +
1

2
(4c2 + 4c5 + c6)GijR

kl∇2Rkl+

+

(
1

4
+ c1 + 2c2 − c4 + 2c5 +

c6
2

)
Gij∇mRkl∇mRkl + (c2 + c6)Gij∇lRkm∇mRkl+

+
1

4
(2c21 + 8c8 − 4c1 − 4c9 − 1)∇lRjk∇lRi

k + (c2 + c6)Gij∇kR
kl∇mRl

m+

+

(
1

2
c1(c2 − 2) + c4 + c5 − 2c2 −

c6
2

)
GijRkl∇k∇lR.
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