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ВВЕДЕНИЕ

Нелинейная 𝑂(𝑛) сигма-модель – скалярная теория поля, описывающая
поле как некоторую точечную частицу, движущуюся по фиксированному
(𝑛− 1)-мерному многообразию.

Сигма модели могут оказаться лучше других известных теорий. Напри-
мер, линейная сигма модель проще и точнее позволяет вычислить зарядо-
вый радиус пионов и каонов, а также массы пионов и некоторых нуклонов,
чем хиральная теория возмущения [1]. Нелинейные сигма модели могут
применяться в физике конденсированного состояния [2], в частности при
описания квантового эффекта Холла, сверхтекучего гелия-3 [3].

Сигма модели могут найти применения в теории струн. Так, действие
Полякова выглядит как [4]

𝑆 =
1

2
𝑇0

∫︁
𝑑2𝜎

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝐺𝜇𝜈(𝑥)𝜕𝑎𝑥

𝜇𝜕𝑏𝑥
𝜈,

где 𝑔𝑎𝑏 — метрика на поверхности, заметаемой струной, 𝐺𝜇𝜈 — метрика в
пространстве, 𝑥𝜇 — координаты бозонных струн. Если вместо 𝑔𝑎𝑏 рассмат-
ривать метрику Миньковского, то получится действие сигма модели (1.1).

В квантовой хромодинамике не получается описать такое явление как
Конфайнмент с помощи теории возмущения. В этой связи для качественно-
го описания непертурбативных явлений можно использовать игрушечные
модели, схожие с КХД. Например, в сигма моделях наблюдается явление
ассимптотической свободы и некоторых других явлений из КХД [5].

Данная работа посвящена изучению нелинейной 𝑂(4) сигма-модели.
Предпринимаются попытки по нахождению вида деформированной мет-
рики в двупетлевом случае.
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1. ДЕФОРМИРОВАННАЯ O(4)
СИГМА-МОДЕЛЬ

1.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Как правило, в 𝑂(𝑛) сигма-моделях рассматриваются римановы много-
образия. Действие записывается как

𝑆(𝐺) =
1

4𝜋

∫︁
𝐺𝑖𝑗(X)𝜕𝜇𝑋

𝑖𝜕𝜇𝑋𝑗 𝑑𝑛𝑥,

где X – координата на заданном многообразии, 𝐺 = {𝐺𝑖𝑗} – метрический
тензор. Метрика такова, что при отсутствии деформации действие инвари-
антно относительно преобразований

𝑋 𝑖 → 𝐴𝑖𝑗𝑋𝑗

с любой 𝑛 × 𝑛 ортогональной матрицей 𝐴, или, говоря иначе, действие
инвариантно относительно действия группы 𝑂(𝑛) ортогональных преобра-
зований.

Данные теории поля требуют перенормировки. Как известно, их можно
описать при помощи уравнения ренормгруппы [6]. Уравнение ренормгруп-
пы для метрики 𝐺 выглядит следующим образом:

�̇�𝑖𝑗 +∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = −𝛽𝑖𝑗 (𝐺) , (1.1)

где �̇�𝑖𝑗 ≡ 𝑑
𝑑𝑡𝐺𝑖𝑗 – производная метрического тензора по времени, 𝑉 – неко-

торое векторное поле. В качестве 𝑡 выступает некий параметр, непрерывно
связанный с масштабом энергии.

В данной работе рассматривается 𝑂(4) сигма-модель. Цель - найти мет-
рику, удовлетворяющую RG-уравнению (1.1) хотя бы в первом порядке тео-
рии возмущений. При этом, в качестве малого параметра рассматривается
ℏ - некоторый аналог постоянной Планка. В данной работе возмущение
метрики имеет вид

̃︀𝐺𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗 +𝐺
(0)
𝑖𝑗 +𝐺

(1)
𝑖𝑗 +𝐺

(2)
𝑖𝑗 +𝐺

(3)
𝑖𝑗 + . . . (1.2)
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2. ПОИСК ДЕФОРМИРОВАННОЙ
МЕТРИКИ В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

2.1. ОДНОПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВЕНИЕ

Если рассматривать первое приближение (ℏ0), то уравнению ренорм-
группы 1.1 удовлетворяет следующая метрика

𝑑𝑠2 =
2𝜅

ℏ

(︂
𝑑𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
+

1− 𝑟2

1− 𝜅2𝑟2
𝑑𝜙2

1 + 𝑟2 𝑑𝜙2
2

)︂
, (2.1)

где ℏ = ℏ(𝑡), 𝜅 = 𝜅(𝑡) – параметры, зависящие от масштаба энергии.
Для данной метрики мы искали векторное поле в виде 𝑉 = ∇Ψ, где
Ψ = 1

2 ln |1− 𝜅2𝑟2| и нашли ограничения на параметры ℏ и 𝜅 в виде диф-
ференциальных уравнение

ℏ̇ = 0;

�̇� = ℏ(𝜅2 − 1),
(2.2)

то есть ℏ = 0 и 𝜅 = arctg ℏ𝑡.
Примечательно то, что при 𝜅 = 0 метрика (2.1) является метрикой

трехмерной сферы, а при 𝜅 = 1 переходит в плоскость. то есть 𝜅 является
параметром деформации модели.

2.2. ДВУХПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВНЕНИЕ

Метрика 2.1 во втором приближении (ℏ1) не удовлетворяет РГ уравне-
нию (1.1). Попытки искать метрику в виде

𝐺
(0)
𝑖𝑗 = ℏ

⎛⎜⎜⎝
𝑓(𝑟)𝐺𝑟𝑟 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (2.3)

ни к чему не привели. Вероятно, другие компоненты в двупетлевом
случае не равны нулю, но вычисления в этом случае очень сильно услож-
няются. Поэтому было решено использовать другой подход, рассмотрев
ультрафиолетовый предел.
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2.3. УЛЬТРАФИОЛЕТОВЫЙ ПРЕДЕЛ. АНАЛОГИЯ
С О(6)

Для нахождения ультрафиолетового предела, сведем метрику к опре-
деленному виду, следуя [7]. В этом виде компоненты метрического тензора
должны представлять из себя линейную комбинацию экспонент от функ-
ций координат. В [7] рассматривается 𝑂(6) сигма-модель со следующей
метрикой:

𝑑𝑠2 =
𝜅

𝜈

(︂
𝑑𝜁2

(1− 𝜁2)(1− 𝜅2𝜁2)
+

(1− 𝜁2)𝑑𝜑2
1

1− 𝜅2𝜁2
+ 𝜁2𝑑𝜃2+

+2𝑖𝜁2 tanh 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑2 +

(︀
1− 𝜅2𝜁4 sin2 𝜃

)︀
𝑑𝜑2

2

𝜅2𝜁2 cos2 𝜃
+

𝑑𝜑2
3

𝜅2𝜁2 sin2 𝜃

)︃
.

(2.4)

При этом, используя преобразования

𝑥1 = ln

(︂
𝜁2 · 𝐹 2(𝑡)

2(1− 𝜅2𝜁2)

)︂
, 𝑥2 = ln

(︀
𝜁 · tanh2 𝜃 · 𝐹 (𝑡)

)︀
,

𝑥3 = 2𝜑1 − 𝑖 ln

(︂
1− 𝜅2𝜁2

1− 𝜁2

)︂
, 𝑥4 = 2𝜑2 − 𝑖 ln

(︂
𝜁

cos2 𝜃

)︂
,

𝑥5 = 2𝜑3 + 𝑖 ln
(︀
𝜁 sin2 𝜃

)︀
,

𝐹 (𝑡) =
− (−2 sinh 𝑡)1/3

cosh 𝑡
,

можно преобразовать метрику к нужному виду и перейти к ультрафиоле-
товому пределу пределу. На данном этапе, основываясь на виде метрики
𝑂(6), мы делаем предположение о том, что и в случае 𝑂(4) модели можно
сделать подобное преобразование координат и перейти к метрике нужного
вида. В самом деле, с точностью до переименования координат видно, что
метрики совпадают, если положить 𝜑2 = 0, 𝜑3 = 0. Таким образом, соглас-
но предположению, для недеформированной метрики 𝑂(4) (2.1) попробуем
выполнить преобразование:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = ln
(︁

𝑟2

1−𝜅2𝑟2

)︁
+ 2 ln𝐹 (𝑡)− ln 2

𝑥2 = ln
(︀
𝑟 tanh2 𝜙2

)︀
+ ln𝐹 (𝑡)

𝑥3 = 2𝜙1 − 𝑖 ln
(︁
1−𝜅2𝑟2

1−𝑟2

)︁ (2.5)
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где 𝐹 (𝑡) – некоторая функция, завясящая от 𝑡. Продолжая аналогию с
𝑂(6) моделью, потребуем, чтобы lim𝑡→−∞ 𝐹 (𝑡) = 0. Используя Wolfram

Mathematica и библиотека sympy для Python 3.10 была найдена метрика в
новых координатах. Метрика имеет громоздкий вид, поэтому ее компонен-
ты были вынесены в Приложение. Следующие шаги работы - нахождение
𝐹 (𝑡), анализ полученной метрики в ультрафиолетовом пределе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На данном этапе научно-исследовательской работы было продолжено
изучение 𝑂(4)-сигма модели в двупетлевом случае. Полученные ранее ре-
зультаты не принесли ожидаемого результата, поэтому для нахождения по-
правки первого порядка по ℏ к метрике было решено использовать другой
подход, а именно, рассмотрение ультрафиолетового предела. Этот подход
требует найти координаты, в которых метрика имеет определенный вид.
Сделано предположение, что данные координаты можно найти аналогич-
но тому, как они найдены для случая 𝑂(6) сигма-модели [7]. Согласно это-
му предположению, найдена метрика в новых координатах. Дальнейшая
работа заключается в анализе полученной метрики в ультрафиолетовом
пределе, нахождении 𝐹 (𝑡).
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Компоненты метрического тензора невозмущенной метрики 𝑂(4) сигма-
модели в новых координатах (2.5):

𝐺11 =
𝜅𝑒𝑥

4ℏ

⎛⎜⎜⎜⎝
√
2𝐹 (𝑡)4

(︂
4
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝜅)2+2𝜅2𝑒𝑥

(︂
4
√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 − 2𝑒𝑦
)︂
+ 𝑒𝑦

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︂2

(𝐹 (𝑡)2 + 2𝜅2𝑒𝑥)3
(︁
𝑒𝑦 −

√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︁2
(︂
−2 4

√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 +
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 + 𝑒𝑦
)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
+

4𝐹 (𝑡)2

(𝐹 (𝑡)2 + 2𝜅2𝑒𝑥) (𝐹 (𝑡)2 + 2 (𝜅2 − 1) 𝑒𝑥)
−

8
(︀
𝜅2 − 1

)︀2
𝑒𝑥

2 (𝜅2 − 1) 𝑒𝑥𝐹 (𝑡)2 + 𝐹 (𝑡)4

)︃
,

𝐺12 = 𝐺21 = −
𝜅𝑒𝑥𝐹 (𝑡)2

(︂
4
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

(︂
4
√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 − 2𝑒𝑦
)︂
+ 𝑒𝑦

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︂2

√
2ℏ (𝐹 (𝑡)2 + 2𝜅2𝑒𝑥)2

(︁
𝑒𝑦 −

√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︁2
(︂
−2 4

√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 +
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 + 𝑒𝑦
)︂2 ,

𝐺13 = 𝐺31 = −
𝑖𝜅

(︀
𝜅2 − 1

)︀
𝑒𝑥

ℏ𝐹 (𝑡)2
,

𝐺22 =

√
2𝜅𝑒𝑥

(︂
4
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

(︂
4
√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 − 2𝑒𝑦
)︂
+ 𝑒𝑦

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︂2

ℏ (𝐹 (𝜅)2 + 2𝜅2𝑒𝑥)
(︁
𝑒𝑦 −

√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥

)︁2
(︂
−2 4

√
2

√︂
𝑒𝑦𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 +
√
2𝐹 (𝑡)

√︁
𝑒𝑥

𝐹 (𝑡)2+2𝜅2𝑒𝑥 + 𝑒𝑦
)︂2 ,

𝐺23 = 𝐺32 = 0,

𝐺33 =
𝜅
(︀
𝐹 (𝑡)2 + 2

(︀
𝜅2 − 1

)︀
𝑒𝑥
)︀

2ℏ𝐹 (𝑡)2
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