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Введение

Один из наиболее актуальных вопросов в современной космологии заключается в описании
модели зарождения первичных чёрных дыр (ПЧД). Гипотезы о механизме формирования ПЧД
в ранней Вселенной были предложены в работах [1, 2]. Исследования в этой области тесно
связаны с проблемой тёмной материи. Предположительные способы зарождения ПЧД в ранней
Вселенной:

1. Коллапс полевых доменных стенок [3], образованных в ходе нарушения калибровочной
симметрии вследствие охлаждения Вселенной [4, 5]

2. Коллапс полевых доменных стенок, образованных из-за квантовых флуктуаций вакуума
[6, 7].

3. Формирование из первичных неодородностей материи.

Изначально термин "доменная стенка"возник в области физики твёрдого тела, изучающей стро-
ение ферромагнетиков, но потом этот термин перешёл в космологию и стал использоваться для
описания потенциального барьера между минимумами квантового поля.

Будем рассматривать систему с действием:

S =

∫
d4x

(
1

2
ϕ,µϕ

,µ − V (ϕ)

)
(1)

В соседних областях вакуум может иметь различные знаки, что описывается ϕ4-потенциалом,
с простейшим видом:

V (ϕ) = λ(ϕ2 − v2)2 (2)

Данный полиномиальный потенциал выделяется тем, что он имеет два минимума, то есть два
классических вакуума ϕvac = ±v. Максимум между вакуумами и есть модель полевой доменной
стенки.

Из принципа наименьшего действия получается уравнение поля - уравнение Клейна-Гордона:

ϕ,µ
µ +

∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0 (3)

Решение уравнения (2) для потенциала (3) с условием, что V (ϕ) → 0 при x → ±∞, является
простейший топологический солитон - кинк:

ϕ(r) = vth(±

√
λ

2
v(r − r0)) (4)

Причём уравнение (4) верно, если доменная стенка имеет бесконечно малую толщину.
Наложим условие на это уравнение, то есть будем считать, что потенциал на поверхности

тонкой доменной стенки нулевой:

ϕ(t, 1, σ1, σ2) = 0 (5)

В условии (5) под σ1 и σ2 понимаются ортогональные координаты, заданные на поверхности
нашего многообразия.

Решением уравнения (4) с условием (5) будет солитон [8], эволюция которого может привести
к его коллапсу, формирующему ПЧД.
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Цель данной работы заключается в изучении основных понятий, используемых в современ-
ной теории гравитации, а также в нахождении способа задания координатной сетки на поверх-
ности риманова многообразия, описывающего полевую доменную стенку, с целью дальнейшего
математического моделирования и создания спектра масс ПЧД.
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1 Основы дифференциальной геометрии

1.1 Мотивация

Основной теорией, описывающей гравитационное взаимодействие тел, является общая тео-
рия относительности (ОТО), сформулированная Альбертом Эйнштейном в 1915-ом году. "Язы-
ком"ОТО является дифференциальная геометрия и тензорная алгебра внешних дифференци-
альных форм (алгебра Грассмана). Данные математические области выделяются высоким уров-
нем абстракции и сложностью. С целью ознакомления с простейшими понятиями дифференци-
альной геометрии была поставлена задача: определить значение скалярной кривизны тороида,
образованного вращением произвольного достаточно гладкого контура.

1.2 Необходимые математические понятия

Скалярная кривизна определяется как след тензора Риччи [9]:

R = gµνRicµν (6)

Понятие скалярной кривизны является краеугольным в ОТО, так как действие гравитационного
поля выражается через интеграл от скалярной кривизны [10]:

SG =

∫
d4x

√
−gR (7)

Тензором Риччи римановой связности называется тензор Ricµν = Rγ
µ,γν , то есть тензор, по-

лученный свёрткой тензора Римана по паре индексов. Так как в ортогональных координатах
метрический тензор диагонален [9], то имеет смысл упростить формулу (6):

R = gµµRicµµ (8)

Формула для тензора Риччи в предположении о диагональности метрики:

Rν
µνµ = ∂νΓ

ν
µµ − ∂µΓ

ν
νµ + Γα

µµΓ
ν
να − Γα

µνΓ
ν
µα (9)

В формуле (9) используется правило Эйнштейна, то есть идёт суммирование по одинаковым
индексам α, причём α равен размерности метрического тензора. Также считаем, что кручение

аффиной связности нулевое, то есть Γγ
νµ = Γγ

µν , а ∂µ =
∂

∂xµ
. Γγ

νµ - аффиная связность, также
именуемая символом Кристофелля, которая характеризует изменение компонент вектора при
параллельном переносе. Аффиная связность определяется через метрический тензор по фор-
муле:

Γγ
µν =

gγγ

2
(∂νgµγ + ∂µgνγ − ∂γgµν) (10)

Метрический тензор задаёт скалярное произведение в касательном пространстве и определяется
через билинейную форму:

gµν = ⟨∂µ, ∂ν⟩ (11)

Метрический тензор используется для поднятия и опускания индексов у тензоров, то есть

gµνA
ν = Aµ (12)

gµνAν = Aµ (13)
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1.3 Поиск скалярной кривизны

Разберём простейший пример вычислений в дифференциальной геометрии: поиск скалярной
кривизны тороида, образованного вращением произвольного непрерывного контура.

1.3.1 Метрика

Начнём с поиска метрики на нашем теле. Будем задавать координаты на торе через полярный
угол θ и азимутальный угол ϕ. Полярный угол задаётся в плоскости вращаемого контура и
определяет функцию r = r(θ), которая указывает расстояние от центра фигуры до точки на
кривой. Найдём квадрат элемента дуги контура ds2θ:

ds2θ = r2(θ) + r2(θ + dθ)− 2r(θ)r(θ + dθ)cos(dθ) (14)

Учтя слагаемые второго порядка малости, получим выражение для элемента полярной дуги:

ds2θ =
(
r′(θ)2 + r(θ)2

)
dθ2 (15)

Далее ищем квадрат элемента азимутальной дуги ds2ϕ. Считаем, что центр вращаемой фигуры
лежит на расстоянии R1 от оси вращения. Из-за того, что R является постоянной величиной,
выражение для ds2ϕ будет выглядеть проще:

ds2ϕ = (R + r(θ)cosθ)2 dϕ2 (16)

В итоге получаем, что квадрат элемента дуги ds2 равен:

ds2 = ds2θ + ds2ϕ =
(
r′(θ)2 + r(θ)2

)
dθ2 + (R + r(θ)cosθ)2 dϕ2 (17)

Из определения (11) находим выражение для метрического тензора gij:

gij =

(
r′2 + r2 0

0 (R + rcosθ)2

)
(18)

1.3.2 Расчёты с помощью Wolfram Mathematica

Так как дальнейшие расчёты символов Кристоффеля, тензора Римана и тензора Риччи явля-
ются чередой последовательных взятий производных и суммирования, то эта часть вычисления
была проведена с помощью системы компьютерной алгебры Mathematica (код, с помощью ко-
торого производилось вычисление, см. в Приложении 1.).

Скалярная кривизна тороида, образованного вращением контура:

R = 2
(rcosθ + r′sinθ)(r2 + 2r′2 − rr′′)

(R + rcosθ)(r2 + r′2)2
(19)

Для анализа полученной формулы рассмотрим предельные случаи:

1. Сфера: для сферы верно, что R ≡ 0 и r = const. Тогда получаем, что R =
2

r2
. Данный

результат согласуется с известным значением.

2. Тороид: для тора уже R ̸= 0, но r = const. Скалярная кривизна R =
2cosθ

r(R + rcosθ)
, что

также совпадает с правильным значением.

1Не следует путать с аналогичной в обозначениях скалярной кривизной R
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2 Постановка задачи

Одна из самых перспективных теорий, описывающих процесс образования ПЧД в ранней
Вселенной, заключается в коллапсе массивных полевых доменных стенок. Обнаружение ПЧД
и исследование их характеристик помогут получить ответы на ряд важнейших вопросов в со-
временной теоретической физике, а именно обнаружить излучение Хокинга, пролить свет на
процессы, происходившие во время формирования крупномасштабной структуры Вселенной,
проверить теории о существовании дополнительных измерений [11, 12] и тёмной материи.

Главная проблема в описании динамики доменных стенок заключается в сложности работы с
нетривиальными топологиями. В первых исследованиях предполагалось, что стенки имеют сфе-
рическую структуру, которая позволяет достаточно просто описать эволюцию системы [13], но в
процессе компьютерной симуляции получаются стенки с геометрией, которая намного сложнее
сферы. Этот факт затрудняет расчёты динамики структуры численными методами. Научный
интерес вызывает вопрос возможности коллапса заданной, например, во время моделирования,
доменной конфигурации.

(a) Компьютерная модель «солитонной пены»
(b) Компьютерная модель «доменных пузы-
рей»

Рис. 1: Результаты компьютерного моделирования

Была выдвинута идея о необходимости первично описать доменную стенку как решение по-
левого уравнения (4) с ϕ4-потенциалом (2). Полученный результат может быть использован для
упрощения моделирования или для отбора конфигураций, которые подвержены сжатию к ра-
диусам, необходимым для образования чёрных дыр.

Сложность в теоретическом подходе связана с неординарностью координатной системы, ко-
торая сможет описывать геометрию доменных стенок. Текущая идея заключается во введении
криволинейной системы 4-координат Xµ = (t, r, σ1, σ2), где r задаёт криволинейный радиус та-
ким образом, чтобы он пересекал стенку под прямым углом, а σ1 и σ2 задают два ”квазиугла”
наподобие полярного и азимутального угла в сферической системе координат.

В качестве другой потенциальной модели для описания доменных пузырей может выступать
система, описанная в статье [14], но из-за сложности используемых понятий из области тетрад-
ной теории гравитации данный метод ещё не был рассмотрен. В лекциях [15] утверждается, что
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тетрадная теория гравитации является перспективным методом описания эволюции сфериче-
ских и несферических систем в приложении к численным моделям.

(a) График ϕ4-потенциала (b) Вакуум разных знаков для ϕ4-потенциала

Рис. 2: Вакуумные домены ранней Вселенной

Будущие результаты исследования нужны для сравнения спектра масс чёрных дыр, пред-
сказанного теорей в [6], с реальными данными, которые получаются из современных детекторов
гравитационных волн, например, в экспериментах LIGO, VIRGO, GEO600, TAMA 300 и LISA.

3 Заключение

В течение семестра было проведено ознакомление с основами современной теории гравита-
ции и базовыми математическими понятиями, используемыми в приложениях. Была поставлена
задача на изучение в следующем семестре, а именно — исследование динамики полевых домен-
ных стенок. Также были изучены статьи [14, 13, 8, 3].

В последующем будет проводиться решение поставленной задачи, улучшение алгоритмов
расчёта динамики доменных пузырей и обработка полученных данных.
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Приложение 1. Вычисление в Mathematica

vars = {\[Phi], \[Theta]};
Clear[r];
g = {{D[r[\[Phi]], \[Phi]]^2 + r[\[Phi]]^2, 0},

{0, (R + r[\[Phi]] Cos[\[Phi]])^2}};
MatrixForm[g]; (*отображение метрического тензора в виде матрицы*)
ginv = Inverse[g]; (*обратный метрический тензор*)
Г[i_, j_, k_] :=
1/2 Sum[ginv[[i, l]] (D[g[[j, l]], vars[[k]]] + D[g[[k, l]], vars[[j]]] -

D[g[[j, k]], vars[[l]]]), {l, 1, Length[vars]}];
(*расчёт символов Кристофелля*)

ГMatrix =
Table[Table[Г[i, j, k], {j, 1, Length[vars]}, {k, 1, Length[vars]}],
{i, 1, Length[vars]}];

MatrixForm[ГMatrix]; (*отображение символов Кристофелля в виде "матрицы"*)
R[i_, j_, k_, l_] :=

D[Г[i, j, l], vars[[k]]] - D[Г[i, j, k], vars[[l]]] +
Sum[(Г[i, k, m] Г[m, j, l] - Г[i, l, m] Г[m, j, k]),
{m, 1, Length[vars]}]; (*расчёт тензора Римана*)

Ric[i_, j_] :=
Sum[R[l, i, l, j], {l, 1, Length[vars]}]; (*расчёт тензора Риччи*)

RCurve := Sum[(ginv[[i, j]]*Ric[i, j]), {i, 1, Length[vars]},
{j, 1, Length[vars]}]; (*расчёт скалярной кривизны*)

G[i_, j_] := Ric[i, j] - g[[i, j]]*RCurve/2; (*расчёт тензора Эйнштейна*)
GMatrix =

Table[Table[Simplify[G[i, j]], {j, 1, Length[vars]}],
{i, 1, Length[vars]}];

MatrixForm[GMatrix]; (*отображение тензора Эйнштейна*)
Simplify[RCurve]
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