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ВВЕДЕНИЕ

Нелинейная сигма-модель – скалярная теория поля, описывающая поле
как некоторую точечную частицу, движущуюся по фиксированному (𝑛−1)-
мерному многообразию.

Сигма модели могут оказаться лучше других известных теорий. Напри-
мер, линейная сигма модель проще и точнее позволяет вычислить зарядо-
вый радиус пионов и каонов, а также массы пионов и некоторых нуклонов,
чем хиральная теория возмущения [1]. Так, QLL𝜎M в первом порядке тео-
рии возмущений предсказывает зарядовые массы некоторых мезонов без
введения дополнительных параметров [2]:

𝑟𝜋 = 0.63 fm

𝑟𝐾 = 0.51 fm,

в то время как в 𝜒PT требуется параметр 𝐿𝑔, который находится из экспе-
римента:

𝑟2𝜋 = 12𝐿9/𝑓
2
𝜋 .

Эксперимент показывает, что

𝑟𝜋 = (0.672± 0.008) fm

𝑟𝐾 = (0.560± 0.031) fm,

то есть QLL𝜎M согласуется с экспериментом. Также нелинейные сигма
модели могут применяться в физике конденсированного состояния [3], в
частности при описания квантового эффекта Холла, сверхтекучего гелия-
3 [4].

В квантовой хромодинамике не получается описать такое явление как
Конфайнмент с помощи теории возмущения. В этой связи для качественно-
го описания непертурбативных явлений можно использовать игрушечные
модели, схожие с КХД. Например, в сигма моделях наблюдается явление
ассимптотической свободы и некоторых других явлений из КХД [5].

Данная работа посвящена изучению нелинейной 𝑂(4) сигма-модели.
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Предпринимаются попытки по нахождению вида деформированной мет-
рики в двупетлевом случае.

1. ДЕФОРМИРОВАННАЯ 𝑂(𝑛)

СИГМА-МОДЕЛЬ

1.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Как правило, в 𝑂(𝑛) сигма-моделях рассматриваются римановы много-
образия. Действие записывается как

𝑆 [X] =
1

4𝜋

∫︁
𝐺𝑖𝑗(X)𝜕𝜇𝑋

𝑖𝜕𝜇𝑋𝑗 𝑑𝑛𝜎,

где X — координата на заданном многообразии, 𝐺 = {𝐺𝑖𝑗} — метриче-
ский тензор. Метрика такова, что при отсутствии деформации действие
инвариантно относительно преобразований

𝑋 𝑖 → 𝐴𝑖𝑗𝑋𝑗

с любой 𝑛 × 𝑛 ортогональной матрицей 𝐴, или, говоря иначе, действие
инвариантно относительно действия группы 𝑂(𝑛) ортогональных преобра-
зований.

Чтобы проквантовать теорию, получить физически наблюдаемые вели-
чины, данные теории поля требуется перенормировать. Как известно, их
можно описать при помощи уравнения ренормгруппы [6]. Уравнение ре-
нормгруппы для метрики 𝐺 выглядит следующим образом:

𝐺̇𝑖𝑗 +∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = −𝛽𝑖𝑗 (𝐺) , (1.1)

где 𝐺̇𝑖𝑗 ≡ 𝑑
𝑑𝑡𝐺𝑖𝑗 — производная метрического тензора по времени, 𝑉 — неко-

торое векторное поле. В качестве 𝑡 выступает некий параметр, непрерывно
связанный с масштабом энергии.

В данной работе рассматривается 𝑂(4) сигма-модель. Цель — найти
метрику, удовлетворяющую RG-уравнению (1.1) хотя бы в первом порядке
теории возмущений. При этом, в качестве малого параметра рассматрива-
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ется ℏ — некоторый аналог постоянной Планка. В данной работе возмуще-
ние метрики имеет вид

̃︀𝐺𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗 +𝐺
(0)
𝑖𝑗 +𝐺

(1)
𝑖𝑗 +𝐺

(2)
𝑖𝑗 +𝐺

(3)
𝑖𝑗 + . . . , (1.2)

где 𝐺
(𝑛)
𝑖𝑗 имет размерную характеристику ℏ𝑛. Мы ограничиваемся 𝑂(4)-

сигма-моделью, поскольку случай 𝑛 = 3 уже тщательно изучен [7], а при
𝑛 ≥ 5 возникающие технические сложности значительно усложняют ана-
лиз, поэтому 𝑛 = 4 является первым естественным шагом в рамках иссле-
дования.

2. ПОИСК ДЕФОРМИРОВАННОЙ
МЕТРИКИ 𝑂(4) СИГМА-МОДЕЛИ В
ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ТЕОРИИ

ВОЗМУЩЕНИЙ

2.1. ОДНОПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВЕНИЕ

Если рассматривать первое приближение (ℏ0), то уравнению ренорм-
группы (1.1) удовлетворяет следующая метрика

𝑑𝑠2 =
2𝜅

ℏ

(︂
𝑑𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
+

1− 𝑟2

1− 𝜅2𝑟2
𝑑𝜙2

1 + 𝑟2 𝑑𝜙2
2

)︂
, (2.1)

где ℏ = ℏ(𝑡), 𝜅 = 𝜅(𝑡) – параметры, зависящие от масштаба энергии.
Для данной метрики мы искали векторное поле в виде 𝑉 = ∇Ψ, где
Ψ = 1

2 ln |1− 𝜅2𝑟2| и нашли ограничения на параметры ℏ и 𝜅 в виде диф-
ференциальных уравнение

ℏ̇ = 0;

𝜅̇ = ℏ(𝜅2 − 1),
(2.2)

то есть ℏ = 0 и 𝜅 = arctg ℏ𝑡.
Примечательно то, что при 𝜅 = 0 метрика (2.1) является метрикой

трехмерной сферы, а при 𝜅 = 1 переходит в плоскость, то есть 𝜅 является
параметром деформации модели.
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2.2. ДВУХПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВНЕНИЕ

Метрика (2.1) во втором приближении (ℏ1) не удовлетворяет РГ урав-
нению (1.1). Попытки искать метрику в виде

𝐺
(0)
𝑖𝑗 = ℏ

⎛⎜⎜⎝
𝑓(𝑟)𝐺𝑟𝑟 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (2.3)

ни к чему не привели. Вероятно, другие компоненты в двупетлевом
случае не равны нулю, но вычисления в этом случае очень сильно услож-
няются. Поэтому было решено использовать другой подход, рассмотрев
ультрафиолетовый предел.

2.3. УЛЬТРАФИОЛЕТОВЫЙ ПРЕДЕЛ

Заметим, что преобразование координат, в которых в UV пределе мет-
рика имеет вид

𝐺𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝑒𝛼𝑡
(︀
𝐴𝜇𝜈𝑒

𝑥1 +𝐵𝜇𝜈𝑒
−𝑥1

)︀
+ . . . ,

поможет найти следующую поправку по ℏ. Действительно, этот предел
даст разложение по всем степеням ℏ в пределе 𝑡 → −∞, как показано
в [8]. С другой стороны, исходная метрика допускает разложение по всем
степеням 𝑡. Тогда, сравнивая нужные элементы разложения, мы можем
получить элемент 𝐺

(1)
𝑖𝑗 , что и требуется. Это схематично показано в Табли-

ца 1.

Таблица 1 - Разложение по степеням 𝑒𝑡, ℏ в UV и исходной метрике

𝑒𝑡
ℏ

0 1

0 + +

1 + ?

По аналогии с заменой координат в случае 𝑂(6) сигма-модели, опи-
санной в [9], было найдено следующее преобразование координат, которое
преобразует метрику к нужному виду:
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑟 = 1 + 𝑎 · 𝑒−𝑥1𝜏

𝜃 = 𝑥2

2 + 𝑏 · 𝑒−𝑥1𝜏

𝜑 = 𝑥3

2 + 𝑐 · 𝑒𝑥1𝜏

, (2.4)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 - константы, 𝜏 = 𝑒𝑡. Тогда при разложении 𝜏 → 0 получим, что
метрика имеет вид

𝐺𝜇𝜈 =
1

4ℏ
𝛿𝜇𝜈 +

1

2ℏ
𝑒𝑡
(︀
𝐴𝜇𝜈𝑒

𝑥1 +𝐵𝜇𝜈𝑒
−𝑥1

)︀
+ . . . , (2.5)

где

𝐴𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
1
𝑎 0 𝑐

0 0 0

𝑐 0 1
𝑎

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
−𝑎 −𝑏 0

−𝑏 2𝑎 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.6)

После некоторых простых преобразований координат, метрику можно
привести к виду

𝑑𝑠2 =
1

2

(︀
𝑑𝑥21 + 𝑑𝑥22 + 𝑑𝑥23

)︀
+ 𝑒

𝑡
𝑏2 𝑒

𝑥1
𝑏

(︂
𝑑𝑥1 +

𝑖𝑏√
1 + 𝑏2

𝑑𝑥2

)︂
+ 𝑒

𝑡
𝑏2 𝑒−

𝑥1
𝑏

(︂
𝑑𝑥1 −

𝑖𝑏√
1 + 𝑏2

𝑑𝑥3

)︂
,

то есть получить так называемые скрининг-заряды [9]. В случае рассмат-
риваемой модели, скрининг-заряды определяются следующим образом

𝛼1 = 𝑏𝐸1 + 𝑖𝛽 𝑒1, 𝛼2 = 𝑏𝐸1 − 𝑖𝛽 𝑒1,

𝛼3 = −𝑏𝐸1 + 𝑖𝛽 𝑒2, 𝛼4 = −𝑏𝐸1 − 𝑖𝛽 𝑒2,
(2.7)

где (𝐸1, 𝑒1, 𝑒2) – ортонормированный базис в R3, а 𝛽 определяется выра-
жением

𝛽 =
√
1 + 𝑏2. (2.8)

Данные скрининг-заряды, следуя [9], схематично изображены на диа-
грамме Рисунок 1.
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𝛽12

𝛽14 𝛽23

𝛽34

𝛼1 𝛼2

𝛼3𝛼4

1 + 2𝑏2

−𝑏2

1 + 2𝑏2

−𝑏2
−𝑏2

Рисунок 1 — Диаграмма скрининговых зарядов

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На данном этапе научно-исследовательской работы было продолжено
изучение 𝑂(4)-сигма модели в двупетлевом случае. Полученные ранее ре-
зультаты не принесли ожидаемого результата, поэтому для нахождения
поправки первого порядка по ℏ к метрике было решено использовать дру-
гой подход, а именно, рассмотрение ультрафиолетового предела. Найде-
ны координаты, в которых метрика имеет определенный вид. Получены
скрининг-заряды. Дальнейшая работа заключается в непосредственном по-
иске первой поправки по малому параметру ℏ.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Компоненты невозмущенного метрического тензора 𝑂(4) сигма-модели
в новых координатах (2.4):

𝐺11 =
𝑎2

(︀
1− 𝜏 2

)︀
𝜏 2𝑒−2𝑥1

ℏ
(︁
(𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1)2 − 1

)︁(︁
(𝜏 2 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2 − 1

)︁
+

𝑏2
(︀
1− 𝜏 2

)︀
𝜏 2𝑒−2𝑥1 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

ℏ
+

𝑐2𝜏 2𝑒2𝑥1

(︁
−
(︀
1− 𝜏 2

)︀ (︀
𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1

)︀2 − 𝜏 4 + 1
)︁

ℏ− ℏ (𝜏 4 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2
,

𝐺12 = 𝐺21 = −
𝑏𝜏

(︀
1− 𝜏 2

)︀
𝑒−𝑥1 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

2ℏ
,

𝐺13 = 𝐺31 =
𝑐𝜏𝑒𝑥1

(︁
−
(︀
1− 𝜏 2

)︀ (︀
𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1

)︀2 − 𝜏 4 + 1
)︁

2
(︁
ℏ− ℏ (𝜏 4 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

)︁ ,

𝐺22 =

(︀
1− 𝜏 2

)︀
(𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

4ℏ
,

𝐺23 = 𝐺32 = 0,

𝐺33 = −
(︀
1− 𝜏 2

)︀
(𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2 + 𝜏 2 − 1

4
(︁
ℏ− ℏ (𝜏 2 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

)︁ ,
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