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Введение

Один из наиболее актуальных вопросов в современной космологии заключается в
описании модели зарождения первичных чёрных дыр (ПЧД). Гипотезы о механизме фор-
мирования ПЧД в ранней Вселенной были предложены в работах [1, 2]. Исследования в
этой области тесно связаны с проблемой тёмной материи. Предположительные способы
зарождения ПЧД в ранней Вселенной:

1. Коллапс полевых доменных стенок [3], образованных в ходе нарушения калибровоч-
ной симметрии вследствие охлаждения Вселенной [4, 5]

2. Коллапс полевых доменных стенок, образованных из-за квантовых флуктуаций ва-
куума [6, 7].

3. Формирование из первичных неодородностей материи.

Цель данной работы заключается в нахождении способа описания динамики до-
менной стенки, обладающей сложной геометрией, с целью дальнейшего математического
моделирования процессов в ранней Вселенной и создания теоретического спектра масс
ПЧД, который будет сравниваться с экспериментальными данными.
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1 Мотивация

Одна из самых перспективных теорий, описывающих процесс образования ПЧД в
ранней Вселенной, заключается в коллапсе массивных полевых доменных стенок. Обнару-
жение ПЧД и исследование их характеристик поможет получить ответы на ряд важнейших
вопросов в современной теоретической физике, а именно обнаружить излучение Хокин-
га, пролить свет на процессы, происходившие во время формирования крупномасштабной
структуры Вселенной, проверить теории о существовании дополнительных измерений [8, 9]
и тёмной материи.

Главная проблема в описании динамики доменных стенок заключается в сложно-
сти работы с нетривиальными топологиями. В ранних исследованиях предполагалось, что
стенки имеют сферическую структуру, которая позволяет достаточно просто описать эво-
люцию системы [10], но в процессе компьютерной симуляции получаются стенки с гео-
метрией, которая намного сложнее сферы [11]. Этот факт затрудняет расчёты динамики
структуры численными методами. Научный интерес вызывает вопрос возможности кол-
лапса заданной, например, во время моделирования, доменной конфигурации.

(a) Компьютерная модель «солитонной пе-
ны»

(b) Компьютерная модель «доменных пузы-
рей»

Рис. 1: Результаты компьютерного моделирования

Будущие результаты исследования нужны для сравнения спектра масс чёрных дыр,
предсказанного теорией в [6], с реальными данными, которые получаются из современ-
ных детекторов гравитационных волн, например, в экспериментах LIGO, VIRGO, GEO600,
TAMA 300 и LISA.

4



2 Описание доменных стенок

Будем рассматривать систему с действием:

S =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(1)

В соседних областях вакуум может иметь различные знаки, что описывается ϕ4-
потенциалом, с простейшим видом:

V (ϕ) = λ(ϕ2 − v2)2 (2)

Данный полиномиальный потенциал выделяется тем, что он имеет два минимума,
то есть два классических вакуума ϕvac = ±v. Максимум между вакуумами и есть модель
полевой доменной стенки.

Из принципа наименьшего действия получается уравнение поля – уравнение Клейна-
Гордона:

ϕ,µ
µ +

∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0 (3)

Решение уравнения (3) для потенциала (2) с условиями , что V (ϕ) → 0 при r → ±∞
и ϕ̇ = 0, является простейшим топологическим солитоном – кинком:

ϕ(r) = vth(±

√
λ

2
v(r − r0)) (4)

Причём выражение (4) верно, если доменная стенка имеет бесконечно малую тол-
щину (приближение тонкой стенки)1.

Для дальнейшего вычислений полезно найти общий вид тензора энергии-импульса
доменной стенки с действием (1). Общая формула для нахождения ТЭИ в симметризован-
ном виде [12] задаётся как:

Tik =
∂L

∂(∂iϕ)
∂kϕ− L gik (5)

ТЭИ для доменной стенки имеет вид:

Tik = ∂iϕ ∂kϕ− gik

(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(6)

1Далее рассматриваем доменную стенку только в приближении тонкой стенки и в тех временных ин-
тервалах, где оно применимо
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Для тонкой сферической доменной стенки ТЭИ в явном виде имеет вид2:

T ij =


ρ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −ρ 0

0 0 0 −ρ

 (7)

Из (7) следуют уравнения состояния (связь плотности энергии с давлениями):

p∥ = −ρ (8)

p⊥ = 0 (9)

Полученные соотношения примечательны тем, что нормальное давление нулевое, а
касательные напряжения равны плотности энергии с обратным знаком. Для релятивист-
ской идеальной несжимаемой жидкости уравнение состояния p∥ = p⊥ = ρ/3 отличается от
онного для стенки наличием изотропии давлений жидкости.

2Здесь и далее рассматривается система координат, сопутствующая доменной стенке, то есть система
координат, в которой стенка покоится
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3 Постановка задачи и вариант её решения

3.1 Постановка задачи

Мы рассматриваем полевое уравнение (3) для ϕ4-потенциала. Так как нас интере-
сует поведение доменной стенки, то поставим граничное условие ϕ = 0, которое и задаёт
расположение доменной стенки.

В ходе компьютерной симуляции инфляционных квантовых флуктуаций порожда-
ется первичная полевая конфигурация [11], которая in silico представляет собой набор
точек, описывающихся набором координат. Мы хотим узнать эволюцию геометрии исход-
ной конфигурации со временем.

Рассматриваемый ранее путь решения поставленной задачи – дискретизация полево-
го уравнения Клейна-Гордона (3) и последующее решение численными методами. Главная
проблема данного подхода заключается в невероятно большом числе запоминаемой инфор-
мации на каждом временном шаге симуляции, а вычислительные мощности ограничены
доступным объёмом оперативной памяти. Поэтому возникают ограничения на размеры
регионов для симуляции, которые не позволяют рассматривать космологически значимые
области пространства.

3.2 Поверхностное описание динамики

Рассмотрим уравнение колебаний мембраны:

∂2u

∂t2
= a2∆u (10)

где функция u = u(x, y) означает смещение мембраны в направлении, перпендикулярном
осям Ox и Oy, а ∆ – оператор Лапласа.

Далее перейдём к описанию динамики поверхности в трёхмерном пространстве, опи-
сываемой радиус-вектором r⃗ = r⃗(u, v). Тогда волновое уравнение принимает вид:

∂2r⃗

∂t2
= a2∆N r⃗ (11)

где ∆N – оператор Лапласа-Бельтрами, который является обобщением действия лапласи-
ана на поверхности. Оператор Лапласа-Бельтрами в общем виде выглядит так:

∆Nf =
1√
|g|

∂i

(√
|g| gij∂jf

)
(12)
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Для действия оператора Лапласа-Бельтарами существует теорема [13]:

Теорема 3.1 (Теорема Вейерштрасса). Пусть задана вектор-функция ϕ на ориентируе-
мой поверхности. Тогда для оператора Лапласа-Бельтрами от этой функции верно, что

∆Nϕ = 2Hn⃗ (13)

С учётом теоремы, наше уравнение принимает вид:

1

a2
∂2r⃗

∂t2
= 2Hn⃗ = ∆N r⃗ (14)

Для решения уравнения (14) аналитическими методами надо изначально провести
триангуляцию исходного массива точек, например, с помощью Delaunay Triangulation [14]
(триангуляции Делоне) или Ball Pivoting Algorithm [15]. Имея массив всех вершин тре-
угольников (собственно, исходный массив) и массив всех граней из триангуляции, можно
посчитать нормальную среднюю кривизну (H⃗ = ∆r⃗/2) в каждой вершине vi по формуле
котангенсов [16]:

∆r⃗(vi) =
1

2Si

∑
vj∈N1(vi)

(ctg αij + ctg βij)(r⃗(vj)− r⃗(vi)) (15)

В формуле (15) Si обозначает площадь смешанной клетки Вороного вокруг вершины
vi. Пусть вершина vi лежит в нескольких треугольниках, тогда Si можно найти по формуле:

Si =
1

8

∑
vi∈∆ijk

(||vj − vi||2 ctg∠vk + ||vk − vi||2 ctg∠vj) (16)

Суммирование в (15) происходит по всем вершинам vj таким, что между vi и vj

лежит только одно ребро. Углы αij и βij опираются на ребро, соединяющее вершины vi и
vj. Чтобы найти котангенсы в формулах (15) и (16) можно использовать формулу:

ctg ∠vk =
⟨r⃗i − r⃗k, r⃗j − r⃗k⟩

||(r⃗i − r⃗k)× (r⃗j − r⃗k)||
(17)

Для оптимизации вычислений полезно ввести матричное вычисление лапласиана на
сетке [17]. Пусть wi = 1/2Ai, wij = ctg αij + ctg βij. Тогда имеем

∆r⃗ =


∆r⃗(v1)

...
∆r⃗(vm)

 = L r⃗ (18)
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где оператор L = DM, D = diag(w1, . . . , wm) – весовая матрица, M – разреженная сим-
метричная матрица:

Mij =


−
∑

vk∈N1(vi)
wik, i = j

wij, vj ∈ N1(vi)

0, в иных случаях

(19)

Последний шаг – дискретизация уравнения (14). Прямая дискретизация будет при-
водить к образованию сингулярностей, которые не имеют физического смысла. В статье
[18] предложен вид дискретизации на шаге h, который носит название конформный поток
средней кривизны (cMCF)3:

(D−1
t − hM0)r⃗t+h = D−1

t r⃗t (20)

Так как методы, связанные с вычислением лапласиана на треугольной сетке, широ-
ко применяются в современной инженерии, то существует множество готовых библиотек
и инструментов для обсчёта лапласиана Котана и весовых матриц, например, библиотеки
libigl [19] и Geometry Central [20], написанные на C++ и имеющие Python-биндинги.

Текущие задачи на исследование – написать симуляцию поверхности доменной стен-
ки и сравнить её результаты с моделированием полевого уравнения

4 Заключение

В течение семестра были рассмотрены возможные пути решения задачи и был най-
ден перспективный путь развития дальнейшего исследования. Также были изучены раз-
личные характеристики доменных стенок, численные методы, применяемые в исследова-
нии временных эволюций сложных динамических систем, были углублены знания в обла-
сти теории поля, общей теории относительности, дифференциальной геометрии и гидро-
динамики.

В последующем будет проводиться решение поставленной задачи, будет написана
симуляция динамики доменной стенки через моделирование треугольной сетки.

3Данное уравнение выведено для уравнения с производной первого порядка по t, для уравнения (14)
необходимо провести модификацию

9



A Дополнительный вариант: Гидродинамический

подход

Из-за того, что эволюция доменной стенки вызвана поверхностным натяжением,
минимизирующим площадь структуры, задача похожа на эволюцию обычного мыльного
пузыря в вакууме. Поэтому следующий логический шаг – рассмотреть доменную стенку
как гидродинамическую систему.

Основным методом описания эволюции гидродинамических систем является гидро-
динамика сглаженных частиц (Smoothed particle hydrodynamics) [21]. SPH широко при-
меняется в космофизике для изучения образования протопланетарных дисков, аккреции
вещества звёздами и чёрными дырами и т.д. Главным фреймворком в этой области являет-
ся Phantom [22], который содержит модуль для описания динамики пыли и/или газов под
действием различных сил [23]. Если рассматривать доменную стенку как набор ”частиц”,
которые движутся под действием сил поверхностного натяжения, то изложенный выше
метод выглядит крайне перспективным.

Но мы сталкиваемся с рядом проблем, которые не позволяют достаточно просто
использовать пылевое описание стенки:

1. Стенка – полевая стуктура с постоянной толщиной, а ”пылевой пузырь” увеличивает
свою толщину во время сжатия из-за сохранения числа частиц.

2. Стенка имеет разительно отличающееся уравнение состояния по сравнению с обыч-
ными гидродинамическими системами.

3. Стенка – релятивистский объект, а в пылевой динамике используется нерелятивист-
ский предел.

Из-за изложенных выше пунктов становится понятно, что использование методов
SPH без сложных гидродинамических модификаций невозможно.

Для идеальной изотропной несжимаемой релятивистской жидкости4 известен ТЭИ
[24]:

T ik = (ρ+ p)uiuk − pgik (21)

Существует модификация данного выражения для случая анизотропной жидкости
[25], которая, например, используется в магнитодинамике жидкостей или в описании дже-
тов от квазаров. Данный вид ТЭИ отличается от (21) наличием 4-вектора анизотропии,
который выделяет направление анизотропии. ТЭИ для идеальной анизотропной несжима-

4Причём жидкость рассматривается как сплошное тело [12]
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емой релятивистской жидкости [26]:

T ik = (ρ+ p∥)u
iuk − p⊥g

ik + (p⊥ − p∥)χ
iχk (22)

Существовало предположение, что приравняв ТЭИ доменной стенки (6) к ТЭИ ани-
зотропной жидкости (22), можно будет явно выделить зависимость скорости движения
стенки от потенциала поля, что позволило бы перейти от описания стенки через потен-
циал поля к описанию через координаты. Но уравнение состояния для стенки зануляет
слагаемые в ТЭИ, которые выражают скорость, что не позволяет использовать и этот ме-
тод.

Плюсы метода:

1. Существует множество программ для симуляции жидкости.

Минусы метода:

1. Изложенные выше методы не работают, а их модификация требует углубление в
редкие случаи релятивистской гидродинамики.
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