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1 Введение

Гравитационное линзирование — одно из наиболее мощных астрономических средств ис-

следования скрытой массы во Вселенной. Согласно общей теории относительности, мас-

сивные объекты искривляют пространство-время, из-за чего свет от более удалённых ис-

точников может отклоняться и усиливаться, проходя рядом с такими объектами. В особом

случае — гравитационного микролинзирования — линзирующий объект слишком мал, что-

бы создавать видимые искажения изображения, но может временно увеличивать яркость

далёкой звезды. Этот эффект позволяет выявлять компактные объекты, включая те, ко-

торые не излучают свет, — такие как первичные чёрные дыры.

Первичные чёрные дыры (ПЧД) — это гипотетические чёрные дыры, образовавши-

еся в ранней Вселенной из плотностных флуктуаций (небольших отклонений плотности

вещества от среднего, существовавших вскоре после Большого взрыва), а не в результате

коллапса звёзд. В последние годы ПЧД привлекают внимание как возможный компонент

тёмной материи [1–3]. Их масса и способ распределения в пространстве — особенно если

они образуют кластеры — существенно влияют на характеристики микролинзирования,

которое наблюдается в оптических и гравитационно-волновых данных [4].

Статистический анализ множества линзирующих событий, таких как аномалии в

светимости квазаров или микролинзирование гравитационных волн, позволяет тестиро-

вать гипотезы о плотности и распределении ПЧД. Ранее многие исследования считали,

что ПЧД распределены однородно. Однако современные теоретические модели предска-

зывают их сгруппированную структуру [5, 6]. Это влечёт за собой значительное усиление

микролинзирующего эффекта, а значит, позволяет жёстче оценить, какую долю тёмной

материи могут составлять такие объекты.

Для анализа использованы наблюдательные данные эксперимента MACHO, вклю-

чающие 18 одиночных и одно двойное событие микролинзирования [7]. В таблице 1 пред-

ставлены события микролинзирования, а также их координаты.
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№ Событие RA Dec

1 1a 78.68 -68.80

2 1b 78.68 -68.80

3 4 79.30 -70.78

4 5 79.17 -70.49

5 6 81.55 -70.35

6 7a 76.01 -69.56

7 7b 76.02 -69.56

8 8 81.29 -69.80

9 9 80.08 -69.25

10 13 81.01 -68.82

11 14 83.68 -70.42

12 15 76.44 -69.73

13 18 86.34 -71.16

14 20 73.58 -70.04

15 21 74.31 -69.46

16 22 78.63 -71.15

17 23 76.57 -70.98

18 25 75.57 -68.01

19 27 76.65 -69.35

Таблица 1: События микролинзирования. Событие №9 - двойное событие микролинзиро-

вания

Цель — проверить, лучше ли эти события объясняются гипотезой H0 о равномерном

распределении одиночных ПЧД на сфере радиусом 10 кпк [6] или гипотезой H1, согласно

которой ПЧД образуют кластеры, равномерно распределённые по той же сфере.
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2 Вычисление вероятности наблюдения 20 событий мик-

ролинзирования

2.1 Анализ распределений временных интервалов

В рамках данной работы сначала была проведена проверка статистических моделей, опи-

сывающих интервалы между зарегистрированными событиями микролинзирования. Рас-

сматривались три вероятностных распределения, которые часто применяются для опи-

сания времени между случайными событиями: экспоненциальное, гамма-распределение и

распределение Вейбулла [8–10].

Каждая из этих моделей отражает различные предположения о процессе возникно-

вения событий:

• Экспоненциальное распределение соответствует случаю, когда события происходят

независимо и с постоянной вероятностью во времени.

• Гамма-распределение представляет собой обобщение экспоненциального распределе-

ния и описывает время до наступления события, которое зависит от последователь-

ного прохождения нескольких независимых стадий. Каждая такая стадия предпола-

гается случайной по длительности и описывается экспоненциальным распределени-

ем, а общее время до наступления события — их суммой. В физическом контексте

это может соответствовать ситуации, когда событие происходит не моментально, а

только после накопления определённых условий — таких как подходящая конфи-

гурация скоростей, плотностей и расстояний. Таким образом, гамма-распределение

позволяет учитывать возможные задержки или предварительные стадии формирова-

ния условий, необходимых для микролинзирования, и является более гибкой моделью

по сравнению с простым экспоненциальным распределением.

• Распределение Вейбулла — это обобщение экспоненциального распределения, которое

позволяет учитывать изменение частоты событий со временем. Если события проис-

ходят с постоянной частотой, оно сводится к экспоненциальному распределению, но

если частота увеличивается или уменьшается, оно учитывает это изменение. Это рас-

пределение задаётся двумя параметрами: параметром формы k, который определяет,

как изменяется вероятность наступления события во времени, и параметром масшта-

ба λ, который задаёт характерный временной масштаб процесса.
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Если параметр формы k = 1, распределение Вейбулла становится экспоненциальным,

и вероятность события не зависит от времени. Если k > 1, вероятность события

увеличивается с течением времени, что указывает на рост вероятности события по

мере его наступления. При k < 1 вероятность события уменьшается со временем, что

означает, что события становятся менее вероятными с увеличением времени.

На рисунке 1 представлены гистограммы временных интервалов между событиями

с наложенными кривыми трёх выбранных распределений. В таблице 2 приведены резуль-

таты сравнения качества подгонки этих распределений.

(a) Экспоненциальное (b) Гамма

(c) Вейбулла (k ≈ 1)

Рис. 1: Сравнение трёх распределений временных интервалов между событиями
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Распределение Хи-квадрат (χ2) p-value (%) Ошибка (%) Качество подгонки

Экспоненциальное 5.4 14 12 Приемлемо

Гамма 9.8 2 0.9 Плохое

Вейбулла 4.4 22 15 Лучшее

Таблица 2: Сравнение качества подгонки трёх распределений

Анализ показал, что наилучшее соответствие экспериментальным данным демон-

стрировало распределение Вейбулла. Однако при оценке его параметров оказалось, что

показатель формы k ≈ 1, что означает, что распределение Вейбулла переходит в экспонен-

циальное. Это критически важное наблюдение: оно указывает, что временные интервалы

между событиями не зависят друг от друга, а сами события микролинзирования происхо-

дят случайным образом и равновероятно во времени.

Такой результат подтверждает корректность применения распределения Пуассона

для оценки вероятности наблюдаемых событий. Экспоненциальное распределение описы-

вает временные интервалы между последовательными событиями. В свою очередь, рас-

пределение Пуассона моделирует количество событий, происходящих за фиксированный

промежуток времени. Поэтому, если временные интервалы между событиями подчиняются

экспоненциальному закону, применение распределения Пуассона для подсчёта вероятно-

стей количества событий за заданный интервал является естественным и обоснованным

выбором.

2.2 Оценка вероятности наблюдения событий с помощью распре-

деления Пуассона

Пуассоновское распределение описывает вероятность наблюдать k событий в фиксирован-

ном интервале при известном среднем числе событий λ, если события происходят незави-

симо и случайно. Формула вероятности имеет вид:

P (k;λ) =
λke−λ

k!

В нашем случае:

• k = 20 — число наблюдаемых событий микролинзирования;
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• λ — среднее число событий микролинзирования.

Для оценки среднего числа событий λ используем следующую формулу:

λ =
S ·NПЧД

4πr2
·Nзв

где:

• S = t · v · 2RE — площадь, которую проходит звезда за время t = 10 лет при скорости

v = 200 км/с,

• RE = 0.4 · 10−4 пк — радиус Эйнштейна,

• r = 10 кпк — расстояние до Магелланова Облака,

• NПЧД = 1011 — число первичных чёрных дыр на фоне БМО,

• Nзв = 22,253,638 — число наблюдаемых звёзд.

Подставляя значения:

S = 10 лет · 200 км/с · 2RE ≈ 1.63 · 10−8 пк2

Подставим в формулу:

λ =
S ·NПЧД

4πr2
·Nзв =

1.63 · 10−8 · 1011

1.26 · 109
· 2.225 · 107 ≈ 2.9

Подставляя значения k = 20, λ = 2.9 в формулу Пуассона:

P (20; 0.685) =
2.920 · e−2.9

20!
≈ 3.5 · 10−11

Таким образом, вероятность наблюдать 20 событий микролинзирования при равно-

мерной модели распределения ПЧД крайне мала. Оценка вероятности наблюдения требует

дополнительного рассмотрения.

3 Нахождение зависимости количества событий микро-

линзирования от плотности звёзд

В анализе зависимости числа микролинзирующих событий y от звёздной плотности x рас-

сматривалось две модели:
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1. y = ax.

В этой модели предполагается, что при нулевой плотности звёзд (x = 0) отсутствуют

и микролинзирующие события (y = 0), то есть количество событий прямо пропорци-

онально плотности.

2. y = ax+ b.

Параметр b в уравнении y = ax + b не следует интерпретировать как физический

фон микролинзирующих событий при нулевой плотности звёзд — такое предположе-

ние противоречит физике процесса. Вместо этого b отражает систематические сдвиги,

шумы и влияние дополнительных факторов, не учтённых в модели простой пропор-

циональности. Добавление параметра b расширяет модель, позволяя более адекватно

описать реальные данные с учётом возможных нефизических и статистических от-

клонений.

3.1 "Глобальная"карта плотности звёзд

Для анализа зависимости числа событий микролинзирования от плотности звёзд была

построена реальная карта плотности звёзд по данным эксперимента MACHO. Для постро-

ения были использованы координаты более 22 миллионов звёзд с последующим расзделе-

нием области Большого Магелланова Облака (БМО) на сетку 200×200. Карта плотности

звёзд, построенная по этим данным, представлена на рисунке 2.
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Рис. 2: Карта плотности звёзд по данным MACHO (БМО)

На основе карты область была разбита на крупные бины, при этом рассматрива-

лись варианты с количеством бинов, равным 3, 4, 5 и 6. В каждом из полученных бинов

была подсчитана средняя плотность звёзд и количество наблюдаемых микролинзирующих

событий. Далее были построены графики, представленные на рисунках 3 и 4, показыва-

ющие зависимость числа событий от звёздной плотности. Для каждого бина были также

подсчитаны ошибки, которые рассчитывались как квадратный корень из числа событий.

Эти данные представлены в таблице 3.
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Рис. 3: Зависимость количества событий микролинзирования от плотности звёзд при раз-

ном количестве бинов (y = ax)
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Рис. 4: Зависимость количества событий микролинзирования от плотности звёзд при раз-

ном количестве бинов (y = ax+ b)
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Бины Интервал плотности Событий Ошибка

3

[0.0, 675.3] 4 2.00

[675.3, 1350.7] 13 3.61

[1350.7, 2026.0] 2 1.41

4

[0.0, 506.5] 1 1.00

[506.5, 1013.0] 12 3.46

[1013.0, 1519.5] 4 2.00

[1519.5, 2026.0] 2 1.41

5

[0.0, 405.2] 1 1.00

[405.2, 810.4] 7 2.65

[810.4, 1215.6] 9 3.00

[1215.6, 1620.8] 0 0.00

[1620.8, 2026.0] 2 1.41

6

[0.0, 337.7] 1 1.00

[337.7, 675.3] 3 1.73

[675.3, 1013.0] 9 3.00

[1013.0, 1350.7] 4 2.00

[1350.7, 1688.3] 0 0.00

[1688.3, 2026.0] 2 1.41

Таблица 3: Результаты подсчёта числа событий и ошибок для разных бинов для "глобаль-

ной"плотности

Результаты показали линейную зависимость количества событий микролинзирова-

ния. Однако связь оказалась не совсем точной, что можно объяснить как статистическими

флуктуациями, так и возможным влиянием кластеризации первичных чёрных дыр.

Особое внимание следует уделить наличию "нулевых бинов"при разделении области

наблюдений на 5 и 6 бинов. Область была разделена на относительно большие участки,

и в большинстве из них не было зафиксировано ни одного события микролинзирования.

Эти "нулевые бины"создавали трудности при статистическом анализе, поскольку из-за

малой выборки было невозможно надёжно оценить зависимость между числом событий и

плотностью звёзд.
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3.2 Локальная карта плотности звёзд

Для более точного анализа после построения карты "глобальной"плотности была постро-

ена карта локальной плотности звёзд, где для каждого события микролинзирования рас-

считывалась плотность звёзд в радиусе, соответствующему типичному размеру потенци-

альных кластеров первичных чёрных дыр (около 1 парсека в радиусе, что соответствует

∼0.0001 радиан на расстоянии 10 кпк). На рисунке 5 представлена локальная карта плот-

ности с нанесёнными на неё событиями микролинзирования. Локальная плотность для

каждого события указана в таблице 4.

Рис. 5: Карта плотности звёзд по данным MACHO (БМО)
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№ RA Dec Локальная плотность

1 78.68 -68.80 4891

2 78.68 -68.80 4891

3 79.30 -70.78 2514

4 79.17 -70.49 2646

5 81.55 -70.35 3378

6 76.01 -69.56 1938

7 76.02 -69.56 1938

8 81.29 -69.80 4464

9 80.08 -69.25 4063

10 81.01 -68.82 3053

11 83.68 -70.42 3311

12 76.44 -69.73 3101

13 86.34 -71.16 2661

14 73.58 -70.04 1882

15 74.31 -69.46 2689

16 78.63 -71.15 1823

17 76.57 -70.98 1501

18 75.57 -68.01 3417

19 76.65 -69.35 3413

Таблица 4: Таблица значений локальной плотности для событий микролинзирования

Такой переход обоснован необходимостью учесть влияние мелкомасштабной неодно-

родности: если первичные чёрные дыры действительно образуют кластеры, их распреде-

ление будет сильно отличаться от равномерного именно на малых масштабах. Локальный

анализ позволяет выявить такие кластеры и понять, насколько в них число микролин-

зирующих событий превышает ожидаемое по звёздной плотности. Также использование

локальной плотности позволило избежать нулевых бинов при построении графиков, так

как теперь для каждого события микролинзирования рассчитывалась локальная плот-

ность звёзд вокруг него. В результате в каждом бине оказалось хотя бы одно событие, и

нулевых значений не возникало. Графики зависимости числа событий от локальной плот-
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ности и таблица с ошибками для каждого события аналогичны тем, что были построены

для "глобальной"плотности, и представлены на рисунках 6—7, а также в таблице 5.

Рис. 6: Зависимость количества событий микролинзирования от локальной плотности звёзд

при разном количестве бинов (y = ax)
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Рис. 7: Зависимость количества событий микролинзирования от локальной плотности звёзд

при разном количестве бинов (y = ax+ b)
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Бины Интервал плотности Событий Ошибка

3

[1497.61, 2631.0] 6 2.45

[2631.0, 3761.0] 9 3.00

[3761.0, 4891.0] 4 2

4

[1497.61, 2348.5] 5 2.24

[2348.5, 3196.0] 6 2.45

[3196.0, 4043.5] 4 2.00

[4043.5, 4891.0] 4 2.00

5

[1497.61, 2179.0] 5 2.24

[2179.0, 2857.0] 4 2.00

[2857.0, 3535.0] 6 2.45

[3535.0, 4213.0] 1 1.00

[4213.0, 4891.0] 3 1.73

6

[1497.61, 2066.0] 5 2.24

[2066.0, 2631.0] 1 1.00

[2631.0, 3196.0] 5 2.24

[3196.0, 3761.0] 4 2.00

[3761.0, 4326.0] 1 1.00

[4326.0, 4891.0] 3 1.73

Таблица 5: Результаты подсчёта числа событий и ошибок для разных бинов для локальной

плотности

Результаты графиков зависимости числа событий от плотности звёзд, построенные

для "глобальной"и локальной плотности, оказались аналогичными. Однако в случае ло-

кальной плотности наклон линии оказался более выраженным, что может свидетельство-

вать о более сильной зависимости числа событий от плотности звёзд на малых масштабах.

Это подтверждает, что микролинзирующие события более чувствительны к изменениям

плотности звёзд вблизи каждого события.
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3.3 Анализ результатов

Для количественной оценки качества моделей зависимости числа событий микролинзиро-

вания от плотности звёзд была построена сравнительная таблица полученных значений χ2,

представленных в таблице 6. В таблицу вошли результаты анализа как глобального распре-

деления (по крупным областям с усреднённой плотностью), так и локального (по малым

участкам, соответствующим масштабу кластеров). Для каждого случая сравнивались обе

модели: строго пропорциональная зависимость (y = ax) и линейная зависимость со сво-

бодным членом (y = ax + b). Основным показателем качества модели является χ2/DoF

(хи-квадрат, делённый на степень свободы). Модель хорошо описывает данные, если зна-

чение этого показателя ≈1.

Бинов Модель Тип плотности χ2 DoF χ2/DoF

3 y = ax По карте (ячейки) 22.57 2 11.28

3 y = ax+ b По карте (ячейки) 11.75 1 11.75

3 y = ax Локальная 5.47 2 2.74

3 y = ax+ b Локальная 1.39 1 1.39

4 y = ax По карте (ячейки) 15.17 3 5.06

4 y = ax+ b По карте (ячейки) 26.40 2 13.20

4 y = ax Локальная 3.17 3 1.06

4 y = ax+ b Локальная 0.28 2 0.14

5 y = ax По карте (ячейки) 12.55 3 4.18

5 y = ax+ b По карте (ячейки) 20.77 2 10.38

5 y = ax Локальная 13.03 4 3.26

5 y = ax+ b Локальная 3.80 3 1.27

6 y = ax По карте (ячейки) 9.89 4 2.47

6 y = ax+ b По карте (ячейки) 12.12 3 4.04

6 y = ax Локальная 11.42 5 2.28

6 y = ax+ b Локальная 6.87 4 1.72

Таблица 6: Сравнение значений χ2/DoF для различных моделей и типов плотности. Жир-

ным шрифтом выделены модели, которые демонстрируют наилучшее соответствие дан-

ным.
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Сравнение моделей показало, что:

• Модель y = ax+ b лучше описывает данные, чем простая пропорциональная.

• Результаты анализа оказались намного надёжнее при использовании локальной кар-

ты плотности звёзд, где сравнение проводится вблизи самих событий. Это логично:

при переходе к меньшим масштабам мы учитываем плотность в непосредственном

окружении каждого события микролинзирования, а не усреднённые значения по всей

области.

• Тем не менее, в модели y = ax+ b получается отрицательный наклон. Такой резуль-

тат может объясняться несколькими причинами: малой статистикой (слишком мало

событий), ограниченностью модели или нелинейностью реальной зависимости.

В целом требуется дальнейший анализ полученных результатов. Также стоит рас-

смотреть возможность, что полученные результаты связаны с кластеризацией первичных

чёрных дыр.

4 Заключение

В данной работе была исследована статистика событий микролинзирования, зарегистри-

рованных экспериментом MACHO, с целью анализа возможной кластеризации первичных

чёрных дыр. Рассматривались различные распределения временных интервалов между со-

бытиями, такие как экспоненциальное, гамма-распределение и распределение Вейбулла. На

основе статистических критериев наилучшее описание данных предоставило распределе-

ние Вейбулла, которое при определённых параметрах приближалось к экспоненциальному.

Это позволяет использовать пуассоновскую модель для оценки вероятности наблюдаемых

событий.

Далее были построены зависимости числа событий от плотности звёзд — как в гло-

бальном приближении, так и с учётом локальной плотности в окрестности каждого собы-

тия. Для обеих зависимостей выполнялось тестирование гипотезы о пропорциональности с

учётом двух моделей: y = ax и y = ax+ b. Хотя для локальной плотности корреляция ока-

залась более выраженной, в некоторых случаях наблюдался неожиданный отрицательный

наклон. Возможные причины этого будут рассмотрены в дальнейшем.

Тем не менее, полученные результаты не противоречат гипотезе кластеризации ПЧД
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и подчёркивают необходимость более глубокого анализа. В частности, отрицательные на-

клоны в линейных моделях зависимости числа событий от плотности звёзд требуют до-

полнительного внимания, поскольку они могут указывать на кластерную структуру ПЧД.

Дальнейший анализ будет направлен на более точное моделирование распределения линз

с учётом гипотезы кластеризации.
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