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ВВЕДЕНИЕ

Сигма-модель – это теория поля, в которой поле принимает значение в некото-
ром римановом многообразии. Это многообразие может быть произвольным, но чаще
всего на нём вводится дополнительная структура, например, структура группы Ли или
структура фактора группы Ли по некоторой подгруппе.

Исторически название происходит из статьи Гелл-Манна и Леви, которые пред-
ставили линейную и нелинейную модель для описания частицы 𝜎-бесспинового мезона,
участвующего в бета-распаде вместе с пионами [1].

Примерами полевых пространств являются 𝑛-мерная сфера 𝑆𝑛 = 𝑆𝑂(𝑛+1)/𝑆𝑂(𝑛)

(Рисунок 1), комплексное проективное пространство CP𝑛 = 𝑆𝑈(𝑛+1)/𝑆𝑈(𝑛)×𝑈(1), про-
странство анти-де Ситтера 𝐴𝑑𝑆𝑑+1 = 𝑆𝑂(𝑑, 2)/𝑆𝑂(𝑑, 1), евклидово пространство анти-
де Ситтера 𝐸𝐴𝑑𝑆𝑑+1 = 𝑆𝑂(𝑑+ 1, 1)/𝑆𝑂(𝑑+ 1) [2].

Рисунок 1 — Группа 𝑆𝑂(𝑛+1) действует на сфере вращениями, подгруппа 𝑆𝑂(𝑛) остав-
ляет неподвижной точку 𝑥0. Это означает, что 𝑆𝑛 = 𝑆𝑂(𝑛+ 1)/𝑆𝑂(𝑛)

Сигма модели могут оказаться лучше других известных теорий. Например, ли-
нейная сигма модель проще и точнее позволяет вычислить зарядовый радиус пионов и
каонов, а также массы пионов и некоторых нуклонов, чем хиральная теория возмуще-
ния [3]. Так, QLL𝜎M в первом порядке теории возмущений предсказывает зарядовые
массы некоторых мезонов без введения дополнительных параметров [4]:

𝑟𝜋 = 0.63 fm

𝑟𝐾 = 0.51 fm,

в то время как в 𝜒PT требуется параметр 𝐿𝑔, который находится из эксперимента:

𝑟2𝜋 = 12𝐿9/𝑓
2
𝜋 .
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Эксперимент показывает, что

𝑟𝜋 = (0.672± 0.008) fm

𝑟𝐾 = (0.560± 0.031) fm,

то есть QLL𝜎M согласуется с экспериментом. Также нелинейные сигма модели мо-
гут применяться в физике конденсированного состояния [5], в частности при описания
квантового эффекта Холла, сверхтекучего гелия-3 [6].

В квантовой хромодинамике не получается описать такое явление как Конфайн-
мент с помощи теории возмущения. В этой связи для качественного описания непертур-
бативных явлений можно использовать игрушечные модели, схожие с КХД. Например,
в сигма моделях наблюдается явление ассимптотической свободы и некоторых других
явлений из КХД [7].

Данная работа посвящена изучению нелинейной 𝑂(4) сигма-модели. Предприни-
маются попытки по нахождению вида деформированной метрики в двупетлевом слу-
чае.

1. ДЕФОРМИРОВАННАЯ 𝑂(𝑛) СИГМА-МОДЕЛЬ

1.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Как правило, в 𝑂(𝑛) сигма-моделях рассматриваются римановы многообразия.
Действие записывается как

𝑆 [X] =
1

4𝜋

∫︁
𝐺𝑖𝑗(X)𝜕𝜇𝑋

𝑖𝜕𝜇𝑋𝑗 𝑑𝑛𝜎, (1.1)

где X — координата на заданном многообразии, 𝐺 = {𝐺𝑖𝑗} — метрический тензор.
Метрика такова, что при отсутствии деформации действие инвариантно относительно
преобразований

𝑋 𝑖 → 𝐴𝑖𝑗𝑋𝑗 (1.2)

с любой 𝑛 × 𝑛 ортогональной матрицей 𝐴, или, говоря иначе, действие инвариантно
относительно действия группы 𝑂(𝑛) ортогональных преобразований.

Чтобы проквантовать теорию, получить физически наблюдаемые величины, дан-
ные теории поля требуется перенормировать. Как известно, их можно описать при по-
мощи уравнения ренормгруппы [8]. Уравнение ренормгруппы для метрики 𝐺 выглядит
следующим образом:

𝐺̇𝑖𝑗 +∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = −𝛽𝑖𝑗 (𝐺) , (1.3)

где 𝐺̇𝑖𝑗 ≡ 𝑑
𝑑𝑡
𝐺𝑖𝑗 — производная метрического тензора по времени, 𝑉 — некоторое век-

торное поле. В качестве времени 𝑡 выступает некий параметр, непрерывно связанный с
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масштабом энергии. В данной работе в метрике также фигурирует параметр ℏ - неко-
торый аналог постоянной Планка, который в дальнейшем мы будем считать малым
параметром.

Бета-функцию можно разложить по степеням ℏ:

𝛽𝑖𝑗(𝐺) = 𝛽
(0)
𝑖𝑗 (𝐺) + 𝛽

(1)
𝑖𝑗 (𝐺) + . . . (1.4)

Вид бета-функции к возмущенной метрике ̃︀𝐺 можно найти из уравнения ренорм-
группы и используя пакеты xTensor и xPert в Wolfram Mathematica:

−̃︀𝛽𝑖𝑗( ̃︀𝐺) =
𝑑

𝑑𝑡
̃︀𝐺𝑖𝑗. (1.5)

Получим, что ̃︀𝛽(0)
𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗, (1.6)

то есть 𝛽(0) инварианта относительно смены схемы перенормировки. 𝛽(1) уже не обла-
дает таким свойством:

̃︀𝛽(1)
𝑖𝑗 = −𝑅𝑘

𝑖𝑅𝑗𝑘 + (1 + 𝑐2)𝐺𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙𝑅
𝑘𝑙 + (1− 𝑐2)𝑅𝑖𝑗𝑅− 1

2
𝐺𝑖𝑗𝑅

2 − 1

2
𝑐2∇𝑖∇𝑗𝑅 (1.7)

В данной работе рассматривается 𝑂(4) сигма-модель. Цель — найти метрику,
удовлетворяющую RG-уравнению (1.3) хотя бы в первом порядке теории возмущений.
Возмущение метрики имеет вид

̃︀𝐺𝑖𝑗 = 𝐺
(0)
𝑖𝑗 +𝐺

(1)
𝑖𝑗 +𝐺

(2)
𝑖𝑗 +𝐺

(3)
𝑖𝑗 + . . . , (1.8)

где 𝐺(𝑛)
𝑖𝑗 имет размерную характеристику ℏ𝑛−1. Мы ограничиваемся 𝑂(4)-сигма-моделью,

поскольку случай 𝑛 = 3 уже тщательно изучен [9], а при 𝑛 ≥ 5 возникающие техни-
ческие сложности значительно усложняют анализ, поэтому 𝑛 = 4 является первым
естественным шагом в рамках исследования.

2. ПОИСК ДЕФОРМИРОВАННОЙ МЕТРИКИ 𝑂(4)

СИГМА-МОДЕЛИ В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

2.1. ОДНОПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВЕНИЕ

Если рассматривать первое приближение (ℏ−1), то уравнению ренорм-группы
(1.3) удовлетворяет следующая метрика

𝑑𝑠2 =
2𝜅

ℏ

(︂
𝑑𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
+

1− 𝑟2

1− 𝜅2𝑟2
𝑑𝜙2

1 + 𝑟2 𝑑𝜙2
2

)︂
, (2.1)
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где ℏ = ℏ(𝑡), 𝜅 = 𝜅(𝑡) – параметры, зависящие от масштаба энергии. Убедимся в этом
непосредственно. Результат вычисления символов Кристоффеля Γ𝑖

𝑗𝜅 на данной метрике
дает

Γ1
11 = 𝑟

𝜅2 + 1− 2𝜅2𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
, Γ1

22 = 𝑟
(1− 𝜅2)(1− 𝑟2)

1− 𝜅2𝑟2
,

Γ1
33 = −𝑟(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2),

Γ2
12 = Γ2

21 = −𝑟
1− 𝜅2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
, Γ3

13 = Γ3
31 =

1

𝑟
,

(2.2)

остальные компоненты равны нулю. Отсюда через тензор Римана получаем тензор Рич-
чи:

𝑅11 = 𝑅𝑖
1,𝑖1 =

− 2 + 2𝜅2𝑟2 − 2𝜅4𝑟2(𝑟2 − 1)

(𝑟2 − 1)(1− 𝜅2𝑟2)2
, (2.3)

𝑅22 = 𝑅𝑖
2,𝑖2 =

2(𝜅2 − 1)(𝑟2 − 1)

(1− 𝜅2𝑟2)2
, (2.4)

𝑅33 = 𝑅𝑖
3,𝑖3 = 2𝑟2 − 2𝜅2𝑟4, (2.5)

остальные компоненты равны нулю. Предположим теперь, что поле 𝑉𝑖 из уравнения
ренормгруппы (1.3) потенциально, откуда ∇𝑖𝑉𝑗 +∇𝑗𝑉𝑖 = 2∇𝑖∇𝑗Ψ. Теперь, переписывая
уравнение ренормгруппы с использованием полученных результатов, имеем⎛⎜⎜⎝

ℎ̇(1−𝜅2𝑟2)+2ℎ𝑟2𝜅𝜅̇
(1−𝑟2)(1−𝜅2𝑟2)2

0 0

0 ℎ̇(1−𝜅2𝑟2)(1−𝑟2)+2ℎ𝑟2𝜅𝜅̇(1−𝑟2)
(1−𝜅2𝑟2)2

0

0 0 ℎ̇𝑟2

⎞⎟⎟⎠+ 2∇𝑖∇𝑗Ψ =

=

⎛⎜⎜⎝
−2+2𝜅2𝑟2−2𝜅4𝑟2(𝑟2−1)

(𝑟2−1)(1−𝜅2𝑟2)2
0 0

0 2(𝜅2−1)(𝑟2−1)
(1−𝜅2𝑟2)2

0

0 0 2𝑟2 − 2𝜅2𝑟4

⎞⎟⎟⎠ , (2.6)

где ℎ = 2𝜅
ℏ . Если предположить, что поля 𝑉𝑖 нет, то рассматривая, например, компоненту

с 𝑖 = 𝑗 = 3, получим
ℎ̇ = 2− 2𝜅2𝑟2. (2.7)

В полученом уравнении фигурирует координата 𝑟, но параметры метрики не
должны зависеть от кооординат. Значит, нулевое поле не удовлетворяет уравнению

ренормгруппы. Попробуем найти поле, которое подходит. Так как ∇𝑗Ψ =
𝜕Ψ

𝜕𝑥𝑗
≡ Ψ𝑗 –

ковариантная компонента, то по общему правилу ковариантного дифференцирования
имеем

∇𝑖∇𝑗Ψ = ∇𝑖Ψ𝑗 =
𝜕Ψ𝑗

𝜕𝑥𝑖
−Ψ𝑘Γ

𝑘
𝑖𝑗. (2.8)
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Предположим, что Ψ не зависит от 𝜙2. Рассмотрим компоненту с 𝑖 = 𝑗 = 3. Для
неё в силу этой независимости имеем

∇3∇3Ψ = −Ψ1Γ
1
33. (2.9)

Тогда эта же компонента уравнения (2.6) перепишется как

2𝑟2 − 2𝜅2𝑟4 − 2Ψ1Γ
1
33 = −ℎ̇𝑟2. (2.10)

Будем искать Ψ1 в таком виде, чтобы

Ψ1Γ
1
33 = −𝜅2𝑟4 + 𝛽𝑟2, (2.11)

где 𝛽 – некоторая достаточно гладкая функция, зависящая от координат и параметров
ℎ, 𝜅. Подставляя это в уравнение, имеем

ℎ̇ = 2𝛽 − 2, (2.12)

откуда видно, что 𝛽 от координат зависеть не должна. Выбирая 𝛽 = 𝜅2, то согласно
(2.11) получим

𝜕Ψ

𝜕𝑟
≡ Ψ1 = − 𝑟𝜅2

1− 𝜅2𝑟2
, (2.13)

откуда Ψ =
1

2
ln |1− 𝜅2𝑟2| + 𝐶(𝜑1). Теперь подставляя такой потенциал в компоненту с

𝑖 = 𝑗 = 2 уравнения (2.6) получаем, что 𝐶(𝜑1) = 0. Проверяя последнюю ненулевую
компоненту с 𝑖 = 𝑗 = 1 того же уравнения, получим

𝜅̇ =
2𝜅3 − 2𝜅

ℎ
, (2.14)

что говорит о том, что полученный потенциал действительно подходит.
Таким образом, метрика (2.1) удовлетворяет однопетлевому уравнению ренорм-

группы с потенциалом

Ψ =
1

2
ln
⃒⃒
1− 𝜅2𝑟2

⃒⃒
, (2.15)

причем на параметры ℎ и 𝜅 накладывается ограничение в виде следующих дифферен-
циальных уравнений:

ℎ̇ = 2𝜅2 − 2, (2.16)

𝜅̇ =
2𝜅3 − 2𝜅

ℎ
. (2.17)

Делая замену ℎ = 2𝜅
ℏ и решая систему, получаем⎧⎨⎩ℏ = const,

𝜅(𝑡) = − tanh ℏ𝑡.
(2.18)
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2.2. УЛЬТРАФИОЛЕТОВЫЙ ПРЕДЕЛ

Займемся решением в двухпетлевом порядке. Заметим, что преобразование ко-
ординат, в которых в UV пределе метрика имеет вид

𝐺𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝑒𝛼𝑡
(︀
𝐴𝜇𝜈𝑒

𝑥1 +𝐵𝜇𝜈𝑒
−𝑥1

)︀
+ . . . , (2.19)

поможет найти следующую поправку по ℏ. Действительно, этот предел даст разложение
по всем степеням ℏ в пределе 𝑡 → −∞, как показано в [10]. С другой стороны, исходная
метрика допускает разложение по всем степеням 𝑡. Поэтому полученное разложение
метрики в новых координатах можно использовать как краевое условие. Это схематично
показано в Таблица 1.

Таблица 1 - Разложение по степеням 𝑒𝑡, ℏ в UV и исходной метрике

𝑒𝑡
ℏ

0 1

0 + +

1 + ?

По аналогии с заменой координат в случае 𝑂(6) сигма-модели, описанной в [11],
было найдено следующее преобразование координат, которое преобразует метрику к
нужному виду: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑟 = 1 + 𝑎 · 𝑒−𝑥1𝜏

𝜃 = 𝑥2

2
+ 𝑏 · 𝑒−𝑥1𝜏

𝜑 = 𝑥3

2
+ 𝑐 · 𝑒𝑥1𝜏

, (2.20)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 - константы, 𝜏 = 𝑒𝑡. Полный вид метрики в новых координатах 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 указан
в Приложении А. При разложении 𝜏 → 0 получим, что метрика имеет вид

𝐺𝜇𝜈 =
1

4ℏ
𝛿𝜇𝜈 +

1

2ℏ
𝑒𝑡
(︀
𝐴𝜇𝜈𝑒

𝑥1 +𝐵𝜇𝜈𝑒
−𝑥1

)︀
+ . . . , (2.21)

где

𝐴𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
1
𝑎

0 𝑐

0 0 0

𝑐 0 1
𝑎

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
−𝑎 −𝑏 0

−𝑏 2𝑎 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.22)

После некоторых простых преобразований координат, метрику можно привести
к виду

𝑑𝑠2 =
1

2

(︀
𝑑𝑥2

1 + 𝑑𝑥2
2 + 𝑑𝑥2

3

)︀
+ 𝑒

𝑡
𝑏2 𝑒

𝑥1
𝑏

(︂
𝑑𝑥1 +

𝑖𝑏√
1 + 𝑏2

𝑑𝑥2

)︂
+ 𝑒

𝑡
𝑏2 𝑒−

𝑥1
𝑏

(︂
𝑑𝑥1 −

𝑖𝑏√
1 + 𝑏2

𝑑𝑥3

)︂
,
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то есть получить так называемые скрининг-заряды [11]. В случае рассматриваемой
модели, скрининг-заряды определяются следующим образом

𝛼1 = 𝑏𝐸1 + 𝑖𝛽 𝑒1, 𝛼2 = 𝑏𝐸1 − 𝑖𝛽 𝑒1,

𝛼3 = −𝑏𝐸1 + 𝑖𝛽 𝑒2, 𝛼4 = −𝑏𝐸1 − 𝑖𝛽 𝑒2,
(2.23)

где (𝐸1, 𝑒1, 𝑒2) – ортонормированный базис в R3, а 𝛽 определяется выражением

𝛽 =
√
1 + 𝑏2. (2.24)

Данные скрининг-заряды, следуя [11], схематично изображены на диаграмме Ри-
сунок 2.

𝛽12

𝛽14 𝛽23

𝛽34

𝛼1 𝛼2

𝛼3𝛼4

1 + 2𝑏2

−𝑏2

1 + 2𝑏2

−𝑏2
−𝑏2

Рисунок 2 — Диаграмма скрининговых зарядов

2.3. ДВУХПЕТЛЕВОЕ РГ-УРАВНЕНИЕ

Метрика (2.1) во втором приближении (ℏ0) не удовлетворяет РГ уравнению (1.3).
Значит, нужно искать попавку. Мы знаем, какому краевому условию должна удовле-
творять поправка к метрике в двухпетлевом случае (Таблица 1). Так как 𝐺

(0)
𝑖𝑗 не зависит

от угловых координат 𝜙1, 𝜙2, то логично предположить, что 𝐺
(1)
𝑖𝑗 тоже не будет от них

зависеть. Еще предположим, что следующая поправка диагональна. Таким образом,
мы предполагаем, что

𝐺
(1)
𝑖𝑗 = ℏ

⎛⎜⎜⎝
𝑓 ·𝐺(0)

11 0 0

0 𝑔 ·𝐺(0)
22 0

0 0 ℎ ·𝐺(0)
33

⎞⎟⎟⎠ , (2.25)

где 𝑓 = 𝑓(𝑟, 𝜅(𝑡)), 𝑔 = 𝑔(𝑟, 𝜅(𝑡)), ℎ = ℎ(𝑟, 𝜅(𝑡)) - зависят только от 𝑟, 𝜅. Попробуем искать
поправку к метрике в виде

𝐺
(1)
𝑖𝑗 = ℏ

⎛⎜⎜⎝
𝑓(𝑟)𝐺

(0)
𝑟𝑟 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (2.26)
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где 𝑓(𝑟) – произвольная функция, которая зависят только от 𝑟, так как мы предпола-
гаем, что изометрии относительно 𝜙1 и 𝜙2 сохраняются.

Символы Кристоффеля порядка ℏ0 и ℏ1 легко вычисляются и равны:

Γ1
11

(0) = 𝑟
𝜅2 + 1− 2𝜅2𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)

Γ1
11

(1) = −𝑟
𝜅2 + 1− 2𝜅2𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
𝑓(𝑟)

Γ1
22

(0) = −𝑟
(𝜅2 − 1)(1− 𝑟2)

1− 𝜅2𝑟2

Γ1
22

(1) = 𝑟
(𝜅2 − 1)(1− 𝑟2)

1− 𝜅2𝑟2
𝑓(𝑟)

Γ1
33

(0) = −𝑟(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)

Γ1
33

(1) = 𝑟(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)𝑓(𝑟)

(2.27)

В этом приближении из (1.3) мы получаем следующие уравнения:

𝐺̇
(1)
𝑖𝑗 +𝜕𝑖𝑉

(1)
𝑗 +𝜕𝑗𝑉

(1)
𝑖 −2𝑉

(0)
𝑘 Γ𝑘

𝑖𝑗
(1)−2𝑉

(1)
𝑘 Γ𝑘

𝑖𝑗
(0) = −

(︁
𝛽
(1)
𝑖𝑗 (𝐺(0)) + 𝛽0

𝑖𝑗(𝐺
(0) +𝐺(1))− 𝛽0

𝑖𝑗(𝐺
(0))

)︁
.

(2.28)
Будем рассматривать общую схему перенормировки. Поправки к бета функции по ℏ1

оказываются диагональны и равны:

𝛽
(1)
11 (𝐺

(0)) =
ℏ (2𝑟4𝑘6 − 2𝑟2 (𝑟2 + 2) 𝑘4 + 4𝑟2𝑘2 + 2𝑘2 − 2)

(𝑟2 − 1) 𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)3
+

+ 𝑐2
ℏ (𝑟4 (4𝑟4 − 1) 𝑘8 − 12𝑟6𝑘6 + 4𝑟4𝑘6 + 2𝑟2𝑘6 + 3 (3𝑟4 − 4𝑟2 + 1) 𝑘4 + 6𝑟2𝑘2 − 3)

(𝑟2 − 1) 𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)3

𝛽
(1)
22 (𝐺

(0)) =
(𝑟2 − 1) ℏ (−2𝑟6𝑘6 + 2𝑟4𝑘6 + 4𝑟4𝑘4 − 2𝑟2𝑘4 − 4𝑟2𝑘2 + 2)

𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)2
+

+ 𝑐2
(𝑟2 − 1) ℏ (2𝑟6𝑘6 + 𝑟2𝑘6 − 6𝑟4𝑘4 + 2𝑟2𝑘4 + 3 (𝑟2 − 2) 𝑘2 + 𝑘4 + 3)

𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)2

𝛽
(1)
33 (𝐺

(0)) = −𝑟2ℏ (𝑘2 − 1) (−2𝑟4𝑘4 + 2𝑟2𝑘4 + 2𝑟2𝑘2 − 2)

𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)2
−

− 𝑐2
𝑟2ℏ (𝑘2 − 1) (𝑟4 (2𝑟2 − 1) 𝑘6 + 𝑟2 (2− 9𝑟2) 𝑘4 + 3 (4𝑟2 − 1) 𝑘2 − 3)

𝑘 (𝑟2𝑘2 − 1)2

𝛽0
11(𝐺

(0) +𝐺(1))− 𝛽0
11(𝐺

(0)) =
𝑓 ′(𝑟) (𝑟2𝑘2 − 1)

2
(𝑟4𝑘2 − 2𝑟2 + 1)

2𝑟 (𝑟2 − 1) (𝑟2𝑘2 − 1)3

𝛽0
22(𝐺

(0) +𝐺(1))− 𝛽0
22(𝐺

(0)) =
ℏ (𝑟2 − 1) (𝑘2 − 1) (𝑟𝑓 ′(𝑟) (𝑟2𝑘2 − 1)− 4𝑓(𝑟))

2 (𝑟2𝑘2 − 1)2

𝛽0
33(𝐺

(0) +𝐺(1))− 𝛽0
33(𝐺

(0)) =
1

2
ℏ𝑟

(︀(︀
𝑟2 − 1

)︀
𝑓 ′(𝑟) + 4𝑓(𝑟)

)︀ (︀
𝑟2𝑘2 − 1

)︀
(2.29)

Из недиагональных уравнений получаем условие на 𝑉 (1)⎧⎨⎩2𝑉
(1)
𝑟 Γ𝑟

𝑟𝜙1

(0) = 𝜕𝑟𝑉
(1)
𝜙1 − 𝜕𝜙1𝑉

(1)
𝑟

2𝑉
(1)
𝑟 Γ𝑟

𝑟𝜙2

(0) = 𝜕𝑟𝑉
(1)
𝜙2 − 𝜕𝜙2𝑉

(1)
𝑟 ,

(2.30)
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которое имеет частное решение 𝑉
(1)
𝑟 = 𝑉 (𝑟) и 𝑉𝜙 = 0. Запишем второе и третье диаго-

нальное уравнение:⎧⎨⎩−2𝑉
(1)
𝑟 Γ𝑟

𝜙1𝜙1

(0) − 2𝑉
(0)
𝑟 Γ𝑟

𝜙1𝜙1

(1) = −(𝛽𝜙1𝜙1)
(1)

−2𝑉
(1)
𝑟 Γ𝑟

𝜙1𝜙1

(0) − 2𝑉
(0)
𝑟 Γ𝑟

𝜙2𝜙2

(1) = −(𝛽𝜙2𝜙2)
(1).

(2.31)

Заметим, что это два разных уравнения на 𝑉
(1)
𝑟 , значит они должны быть совместными,

то есть
Γ𝑟
𝜙1𝜙1

(0)

Γ𝑟
𝜙2𝜙2

(0)
=

Γ𝑟
𝜙1𝜙1

(1)

Γ𝑟
𝜙2𝜙2

(1)
=

(𝛽𝜙1𝜙1)
(1)

(𝛽𝜙2𝜙2)
(1)
. (2.32)

Несложно проверить, что

Γ𝑟
𝜙1𝜙1

(0)

Γ𝑟
𝜙2𝜙2

(0)
=

Γ𝑟
𝜙1𝜙1

(1)

Γ𝑟
𝜙2𝜙2

(1)
=

𝜅2 − 1

(1− 𝜅2𝑟2)2
, (2.33)

а значит

(𝛽𝜙1𝜙1)
(1) = (𝛽𝜙2𝜙2)

(1)
𝜅2 − 1

(1− 𝜅2𝑟2)2
. (2.34)

Отсюда получим, что

2𝑓(𝑟)ℏ(𝜅2𝑟4 − 1) = 𝛽
(1)
22 (𝐺

(0))−
(1− 𝜅2𝑟2)2

𝜅2 − 1
𝛽
(1)
11 (𝐺

(0)), (2.35)

то есть мы нашли 𝑓(𝑟) для любого параметра 𝑐2. Теперь можно найти 𝑉
(1)
𝑟 из (2.31) и

получить ограничения на ℏ и 𝜅 из уравнения

𝑓(𝑟) + 2𝜕𝑟𝑉
(1)
𝑟 + 2𝑉 (1)

𝑟 Γ𝑟
𝑟𝑟

(0) + 2𝑉 (0)
𝑟 Γ𝑟

𝑟𝑟
(1) = −(𝛽𝑟𝑟)

(1) (2.36)

Для этого нужно выразить из (2.31) 𝑉 (𝑟), подставить его в (2.3) и выбрать такую схему
перенормировки, при которой решения для 𝜅, ℏ не будут зависеть от координат. Воз-
можно, такой схемы не найдется. В таком случае нужно будет попробовать рассмотреть
более общий случай, в котором лишь ℎ(𝑟, 𝜅(𝑡)) = 0, где ℎ - некоторая функция из (2.25).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной дипломной работе изучалась 𝑂(4)-сигма модель в однопетлевом и дву-
петлевом случаях. Показано, что метрика

𝑑𝑠2 =
2𝜅

ℏ

(︂
𝑑𝑟2

(1− 𝑟2)(1− 𝜅2𝑟2)
+

1− 𝑟2

1− 𝜅2𝑟2
𝑑𝜙2

1 + 𝑟2 𝑑𝜙2
2

)︂
,

удовлетворяет уравнению ренормгруппы в первой петле.
Были совершены попытки найти поправку к метрике в предположении, что лишь

одна компонента поправки ненулевая. Это предположение не принесло ожидаемого ре-
зультата, поэтому для нахождения поправки первого порядка по ℏ к метрике было
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решено использовать другой подход, а именно, рассмотрение ультрафиолетового пре-
дела. Найдены координаты, в которых метрика имеет определенный вид, содержащий
скрининг-заряды. Получены скрининг-заряды. Получено уравнение на поправку к мет-
рике, представленной в диагональном виде. Решение данного уравнения в ультрафи-
олетовом пределе должно давать тот же результат, который мы получили при UV-
разложении метрики со скриринг-зарядами в новых координатах. В предположении,
что поправка к метрике в двухпетлевом случае имеет вид

𝐺
(1)
𝑖𝑗 = ℏ

⎛⎜⎜⎝
𝑓(𝑟)𝐺

(0)
𝑟𝑟 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠
найдены выражения для 𝑓(𝑟), 𝑉𝑖. Дальнейшая работа заключается в нахождении огра-
ничений на параметры ℏ, 𝜅. Это делается путем анализа уравнения

𝑓(𝑟) + 2𝜕𝑟𝑉
(1)
𝑟 + 2𝑉 (1)

𝑟 Γ𝑟
𝑟𝑟

(0) + 2𝑉 (0)
𝑟 Γ𝑟

𝑟𝑟
(1) = −(𝛽𝑟𝑟)

(1)

и выбором подходящей схемы перенормировки.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Компоненты невозмущенного метрического тензора O(4) сигма-модели в

новых координатах

𝐺11 =
𝑎2 (1− 𝜏 2) 𝜏 2𝑒−2𝑥1

ℏ
(︀
(𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1)2 − 1

)︀ (︀
(𝜏 2 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2 − 1

)︀
+

𝑏2 (1− 𝜏 2) 𝜏 2𝑒−2𝑥1 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)
2

ℏ
+

𝑐2𝜏 2𝑒2𝑥1

(︁
− (1− 𝜏 2) (𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1)

2 − 𝜏 4 + 1
)︁

ℏ− ℏ (𝜏 4 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2
,

𝐺12 = 𝐺21 = −𝑏𝜏 (1− 𝜏 2) 𝑒−𝑥1 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)
2

2ℏ
,

𝐺13 = 𝐺31 =
𝑐𝜏𝑒𝑥1

(︁
− (1− 𝜏 2) (𝑎𝜏 2𝑒−𝑥1 + 1)

2 − 𝜏 4 + 1
)︁

2
(︀
ℏ− ℏ (𝜏 4 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

)︀ ,

𝐺22 =
(1− 𝜏 2) (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)

2

4ℏ
,

𝐺23 = 𝐺32 = 0,

𝐺33 = − (1− 𝜏 2) (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)
2
+ 𝜏 2 − 1

4
(︀
ℏ− ℏ (𝜏 2 − 1)2 (𝑎𝜏𝑒−𝑥1 + 1)2

)︀ ,
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