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ВВЕДЕНИЕ

Одна из ключевых и очень важных задач современной физики - изучение скры-
той массы. Она составляет существенную часть от общей плотности энергии нереляти-
вистского вещества Вселенной.

Изучение скрытой массы на внегалактических масштабах началось с работ Фри-
ца Цвикки в 1933 году [1]. Он обнаружил значительный разброс радиальных скоростей
восьми галактик в скоплении Кома и пришел к выводу, что полная масса скопления
должна быть в 400 раз больше, чем масса входящих звёзд для его устойчивости.

Другая проблема с распределением масс спиральных галактик была выявлена
через исследование их кривых вращения в 1939 году Хоресом Бэбкоком [2]. В его дис-
сертации была представлена подробная кривая вращения галактики туманности Андро-
меды, показавшая, что скорость вращения звезд вокруг центра не уменьшалась обратно
пропорционально расстоянию до центра, как предсказывала классическая небесная ме-
ханика, а оставалась почти неизменной. Эти отклонения были объяснены возможным
существованием значительно большей массы галактик, чем та, которую можно наблю-
дать напрямую.

Такие наблюдения стали отправной точкой для поисков нового типа материи,
позже названной скрытой массой. Наличие этой невидимой формы материи можно
выявить по ее гравитационному влиянию на известное барионное вещество.

Измерения Planck и WMAP [3] показывают, что вклад скрытой массы в полную
плотность вещества в современной Вселенной около 25%, что в 5 раз больше, чем вклад
барионной материи. Предполагается, что скрытая масса состоит из новых частиц, от-
сутствующих в Стандартной Модели.

Целью данной работы является изучение составной скрытой массы и её свя-
занных состояний в период первичного нуклеосинтеза. Ожидается оценка возможно-
сти реакций образования связанных состояний с частицами скрытой массы. Требуется
анализ реакций с участием данных частиц, расчёты концентраций новых состояний и
дальнейшее их изучение. Ожидается проверка согласуемости вклада таких объектов с
наблюдаемой космологической плотностью материи.
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1. XHe И ЕГО СТРУКТУРА

1.1. ЧАСТИЦА X И ЕЁ СВОЙСТВА

Существуют серьёзные экспериментальные ограничения на аномальные изото-
пы, которые образуются, если предположить существование гипотетически стабильных
частиц с положительным или нечётным отрицательным зарядом, которые могли бы ре-
шить проблему скрытой массы. [4]

В данной работе рассматривается модель составной скрытой массы с участи-
ем гипотетически стабильных частиц X с зарядом −2𝑛. При 𝑇 ≃ 60–100 кэВ первич-
ный 4He, численно превосходящий стабильные частицы 𝑋−2 в ∼ 105 раз [5], мгновен-
но захватывает их, образуя нейтральные тёмные атомы X-гелия (𝑋He). Радиус Бора
𝑅 ≃ 2 × 10−13 см и энергия связи 𝐼0 ≈ 1.6МэВ делают ионизацию XHe после первич-
ного нуклеосинтеза невыгодной, а эффективное ядерное сечение 𝜎 ∼ 𝜋𝑅2 ≈ 10−25 см2

минимизирует перенос импульса. [6].
Стоит подчеркнуть, что свойства частицы X, такие как её масса и заряд, прин-

ципиально влияют на формирование стабильных связей XHe. Это обусловлено необхо-
димостью компенсации кулоновского взаимодействия и устойчивостью атомоподобного
состояния в ранней Вселенной.

Предполагается, что во всех моделях X-гелия X ведет себя как лептон или как
специфический кластер тяжелых кварков новых семейств с подавленным адронным
взаимодействием. [7]

Согласно результатам, полученным на эксперименте ATLAS, нижнее ограниче-
ние на массу частицы X составляет около 1 TэВ [5].

1.2. СТРУКТУРА XHe

Далее мы будем рассматривать "тёмные" атомы XHe - систему, связанную ку-
лоновским взаимодействием, из частицы X и n 𝛼-частиц (ядер 4He).

Структура данного состояния зависит от параметра а [8].

𝑎 = 𝛼𝑍𝑥𝑍𝛼𝐴𝑚𝑝𝑅, (1.1)

где 𝛼 - постоянная тонкой структуры; 𝑍𝑥, 𝑍𝛼 - зарядовые числа частицы X и n 𝛼 - частиц
соответственно; 𝐴,𝑅 - массовое число и радиус n 𝛼 - частичного ядра соответственно,
𝑚𝑝 - масса протона.

При 0 < 𝑎 < 1 связанное состояние выглядит как атом Бора с отрицательно
заряженной частицей в центре и ядром nHe, движущимся по боровской орбите.

При 1 < 𝑎 < ∞ связанные состояния выглядят как атомы Томсона, в которых
nHe совершает колебания вокруг тяжелой отрицательно заряженной частицы.
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В данной работе мы будем рассматривать оба варианта структуры для подроб-
ных расчётов. В модели атома Томсона мы пренебрегаем размером частицы X в центре.
При достаточно больших n структура отдельных ядер 4He разрушается, образуя сфе-
рически симметричный заряженный шар. По итогу мы имеем сферическое ядро nHe,
внутри которого, в центре, находится точечная частица X.

При внешнем воздействии (выведение из равновесного состояния) ядро nHe на-
чинает колебаться вокруг частицы X.

Тогда можно записать потенциал кулоновского взаимодействия между nHe и X
в зависимости от расстояния 𝑟 между X и центром nHe.

𝑈XHe(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−4𝑒2𝑛2

2𝑅

(︂
3−

(︁ 𝑟

𝑅

)︁2
)︂
, 𝑟 < 𝑅

−4𝑒2𝑛2

𝑟
, 𝑟 > 𝑅

(1.2)

где e - элементарный заряд, n - число He на орбите X, R - радиус He.
Расчёты в [9] показывают, что амплитуда таких колебаний будет ∼ 10−16 см, при

этом размеры "тёмного" атома 𝑅XHe > 10−13 см. Это свидетельствует об устойчивости
системы XHe.

2. УСЛОВИЯ НА СТОЛКНОВИТЕЛЬНОСТЬ XHe

В рассматриваемой теории XHe образуется после первичного нуклеосинтеза при
𝑇 ≈ 100 кэВ. Для дальнейшего исследования образования связанных состояний "тём-
ных" атомов нужно оценить, будет ли столкновительным газ, состоящий из XHe,
при 𝑇 ⩽ 100 кэВ.

Зависимость столкновительности газа от температуры и числа He важна для
понимания условий, при которых частицы формируют стабильные системы. Это ока-
зывает существенное влияние на последующие процессы формирования связанных со-
стояний XHe.

Выведем общую зависимость температуры, при которой возможны столкновения
XHe+XHe, от числа n 𝛼-частиц в атоме XHe. Для этого запишем условие: характерное
время взаимодействия 𝜏 меньше времени расширения t:

𝜏 =
1

𝑣𝑛X𝜎
< 𝑡, (2.1)

где 𝜎 = 𝜋𝑅2 − эффективное сечение,
𝑅 = 1.2 · 10−13(4𝑛)

1
3 фм − Радиус атома XHe без учёта размера частицы X,

𝑣 =

√︂
3𝑇

𝑚X
− тепловая скорость XHe,

𝑡 = 1.7

(︂
1МэВ
𝑇

)︂2

с − время расширения Вселенной.
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Осталось оценить концентрацию 𝑛X, зная, что вклад скрытой массы в полную
плотность вещества в современной Вселенной около 25%:

𝑛X =
𝜌X

𝑚X
=

𝜌X,0

𝑚X

(︁𝑎0
𝑎

)︁3

=
𝜌X,0

𝑚X
(𝑧 + 1)3 =

ΩX,0𝜌c

𝑚X
(𝑧 + 1)3 =

5Ωb,0𝜌c

𝑚X

(︂
𝑇

𝑇0

)︂3

(2.2)

берём: Ωb,0 = 0.05−вклад барионов в общую плотность вселенной на сегодняшний день,
𝑇0 = 2.5 · 10−4 эВ − температура реликтового излучения сегодня,
𝜌c = 4.7 · 10−6 GeV

cm3 − критическая плотность Вселенной сегодня,
𝑚𝑋 − масса частицы X.

Подставляя, получаем:

𝑡 = 1.7(с)
(︂
1МэВ
𝑇

)︂2

>
1

𝑣𝑛X𝜎
=

1√︂
3𝑇

𝑚X
𝑐𝜋𝑅2

5Ωb,0𝜌c

𝑚X

(︂
𝑇

𝑇0

)︂3 .

Выражая 𝑇 , получим:
𝑇 ≳

𝑚X

𝑛
4
9

· 1.1 · 10−8 (2.3)

т.е взяв 𝑚X = 1 ТэВ можно оценить:

𝑇 >
11 кэВ
𝑛

4
9

(2.4)

В таком случае при 𝑇 = 100 кэВ XHe будет столкновительным для любого 𝑛.
Но взяв 𝑚X = 10 ТэВ для OHe (𝑛 = 1) столкновительность пропадёт при 𝑇 = 100 кэВ.
Хотя остальные виды XHe (𝑛 > 1) всё ещё будут столкновительными.

3. ОБРАЗОВАНИЕ СВЯЗАННЫХ СОСТОЯНИЙ

XHe

После доказания столкновительности XHe в рассматриваемый период, требуется
построить математическую модель и рассчитать коэффициенты скоростей соответству-
ющих реакций.

В нулевом приближении для образования связанных состояний XHe можно при-
вести аналогию с образованием молекулы H2 в межзвёздных облаках [10]:

H + 𝑒− ⇄ H− + ℎ𝜈

H + H− ⇄ H2 + 𝑒−

Тогда по аналогии:
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XHe + He+2 ⇄ (XHe2)+2 + ℎ𝜈

XHe + (XHe2)+2 ⇄ (XHe)2 + He+2

Рассмотрим подробнее две реакции:

Захват гелия:
XHe + He+2 −→ (XHe2)+2 + ℎ𝜈

Фоторасщепление:
(XHe2)+2 + ℎ𝜈 −→ XHe + He+2

Для них рассчитаем 𝛼9 и 𝛼4 - коэффициенты скорости фоторасщепления и об-
разования соответственно.

В [10] это делается при помощи поперечного сечения фоторасщепления:

𝜎(𝜈) =
6.85 · 10−18𝛾𝑘3

(1− 𝛾𝜚)(𝛾2 + 𝑘2)3
см2, (3.1)

где 𝑘 - волновое число отщеплённого электрона (в нашем случае He), 𝛾 - параметр,
связанный со сродством электрона к водороду, и 𝜚 - эффективная дальность. 𝑘, 𝛾 и 𝜚

выражены в атомных единицах.

3.1. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 𝛾,𝜚 ДЛЯ СЛУЧАЯ 𝑛 = 1

(АТОМ БОРА)

Параметр 𝛾 может быть рассчитан из предположения,что [10]
𝛾 = 𝐸((XHe)+2)− 𝐸((XHe)), где 𝐸 - соответствующие энергии ионизации атомов.

𝛾 = − 1.6

𝑍2
eff

+ 1.6 = −1.6

22
+ 1.6 = 1.2 МэВ ≈ 0.0013а.е.м. (3.2)

Параметр 𝜚 можно оценить как 𝜚 = 2.646 а.е.- параметр эффективной дальности,
которая равна радиусу Ван-дер-Ваальса He.

В итоге получаем:

𝜎(𝜈) =
8.94 · 10−21𝑘3

(1.69 · 10−6 + 𝑘2)3
см2.

3.2. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЁТ 𝛼9 И 𝛼4 ДЛЯ 𝑛 = 1

В [10] коэффициент скорости фоторасщепления:

𝛼9 =

∞∫︁
𝜈1

4𝐹𝜈𝜎(𝜈)d𝜈
ℎ𝜈

. (3.3)

Где 𝐹𝜈 =
2𝜋ℎ𝜈3

𝑐2
1

𝑒
ℎ𝜈
𝑘b𝑇 − 1

- поток излучения А.Ч.Т., выраженный формулой План-

ка. Взяв ℎ𝜈 = 1.6(𝑘2 + 𝛾2) МэВ, можно получить для минимальной частоты излучения
𝜈1 при 𝑘1 = 0:
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𝛼9 =

∞∫︁
0

8𝜋ℎ𝜈3

𝑐2
1

𝑒
ℎ𝜈
𝑘𝑇 − 1

· 6.85 · 10−18𝛾𝑘3

(1− 𝛾𝜚)(𝛾2 + 𝑘2)3
см2 · d𝜈

ℎ𝜈
(3.4)

= 𝐶1 ·
∞∫︁
0

1(︂
𝑒

(𝑘2+𝛾2)·1.6МэВ
𝑘b𝑇 − 1

)︂ 𝑘4d𝑘
(𝑘2 + 𝛾2)

(3.5)

= 𝐶1𝛽(𝑇 ) (3.6)

где 𝐶1 =
6.85 · 10−18𝛾

(1− 𝛾𝜚)
см2 · 16𝜋

𝑐2ℎ3
· (1.6МэВ)3 ≈ 2.82 · 1022 c−1.

Оценить 𝛼4 можно через [10], использовав Максвелловское распределение для
газа:

𝛼4 =

∞∫︁
0

(︁ 𝑚He

2𝜋𝑘𝑇

)︁ 3
2
𝑒
−
𝑚He𝑣

2

2𝑘𝑇 𝑣𝜎(𝑣)4𝜋𝑣2d𝑣. (3.7)

Сечение захвата:

𝜎(𝑣) =
1

2

(︂
ℎ𝜈

𝑚𝑣𝑐

)︂2
𝜎(𝜈)

1− 𝑒
−ℎ𝜈
𝑘𝑇

.

Сделав замену в интеграле, можно получить:

𝛼4 = 𝐶2 ·
1

(𝑘b𝑇 )3/2
·

∞∫︁
0

1(︂
𝑒

(𝑘2+𝛾2)·1.6МэВ
𝑘b𝑇 − 1

)︂ 𝑘4d𝑘
(𝑘2 + 𝛾2)

(3.8)

= 𝐶2 ·
1

(𝑘b𝑇 )3/2
· 𝛽(𝑇 ) (3.9)

где 𝐶2 =
6.85 · 10−18𝛾

(1− 𝛾𝜚)
см2 ·

(︁𝑚He

2𝜋

)︁ 3
2 · 4

𝑚3
He𝑐

2
· (1.6МэВ)3 = 1.12 · 10−15 МэВ3/2см3

c .

Само уравнение для концентрации (XHe)+2 можно получить из

d𝑛(XHe)+2

d𝑡
= 𝐾4 · 𝑛XHe𝑛He −𝐾9 · 𝑛(XHe)+2 , (3.10)

где 𝑛(XHe), 𝑛XHe, 𝑛He - концентрации соответствующих состояний.
Константы скорости реакции 𝐾9, 𝐾4 рассчитываются домножением 𝛼9, 𝛼4 на ко-

эффициент разбавления [10] 𝑊 ≈ 10−14.

𝐾9 = 𝑊 · 𝛼9

𝐾4 = 𝑊 · 𝛼4

После численного моделирования, получены значения 𝐾9 (Рисунок 1) и 𝐾4 (Ри-
сунок 2) в интервале температур 10 кэВ ⩽ 𝑇 ⩽ 100 кэВ.
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Рисунок 1 — Коэффициент скорости фоторасщепления 𝐾9 при 𝑛 = 1

Рисунок 2 — Коэффициент скорости образования 𝐾4 при 𝑛 = 1
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3.3. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 𝛾,𝜚 ДЛЯ СЛУЧАЯ 𝑛 > 1

(АТОМ ТОМСОНА)

Для атома Томсона расчет параметров 𝛾,𝜚 выполняется другим способом.

𝛾 = 𝐸((XHe)+2)− 𝐸((XHe))

Энергия связи представляется через формулу Вайцзеккера:

𝐸(𝐴,𝑍) = 𝑎1𝐴− 𝑎2𝐴
2/3 − 𝑎3

𝑍2

𝐴1/3
− 𝑎4

(𝐴/2− 𝑍)2

𝐴
+

𝑎5
𝐴3/4

, (3.11)

где A,Z - массовое и зарядовое числа соответственно, 𝑛1−𝑛5 - коэффициенты в формуле
Вайцзеккера.

При этом 𝐸(XHe) = 𝐸(4𝑛, 2𝑛), 𝐸((XHe)+2) = 𝐸(4(𝑛+ 1), 2(𝑛+ 1)).

𝑎1 ≈ 15.75МэВ,

𝑎2 ≈ 17.8МэВ,

𝑎3 ≈ 0.711МэВ,

𝑎4 ≈ 23.7МэВ,

𝑎5 ≈ 34МэВ − всегда чётно-чётные.

Тогда :

𝛾(𝑛) = 𝐸(4(𝑛+ 1), 2(𝑛+ 1))− 𝐸(4𝑛, 2𝑛) =

= 4𝑎1 + 2 · 21/3𝑎2
(︀
𝑛2/3 − (𝑛+ 1)2/3

)︀
− 2 · 21/3𝑎3

(︀
(𝑛+ 1)5/3 − 𝑛5/3

)︀
+

𝑎5

(︁
1

(𝑛+1)3/4
− 1

𝑛3/4

)︁
2
√
2

.

При расчётах используется константа перевода 𝑐 = 0.00107 а.е.м./МэВ.
В расчётах роль 𝜚(𝑛) меньше, чем 𝛾(𝑛). В [9] при численном моделировании для

небольших 𝑛 = 2 − 5 параметр эффективной дальности остаётся порядка 𝜚(𝑛) ∼ 2 − 3

а.е.

3.4. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЁТ 𝛼9 И 𝛼4 ДЛЯ 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 5

Из предыдущих расчётов:

𝛼9 = 𝐶1(𝑛) ·
∞∫︁
0

1(︂
𝑒

(𝑘2+𝛾2(𝑛))·1.6МэВ
𝑘b𝑇 − 1

)︂ 𝑘4d𝑘
(𝑘2 + 𝛾2(𝑛))

= 𝐶1(𝑛)𝛽(𝑇, 𝑛), (3.12)

где 𝐶1 =
6.85 · 10−18𝛾(𝑛)

(1− 𝛾(𝑛)𝜚)
см2 · 16𝜋

𝑐2ℎ3
· (1.6МэВ)3 ≈ 2.16 · 1025 · 𝛾(𝑛)

1− 𝛾(𝑛)𝜚
c−1.
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Аналогично:

𝛼4 = 𝐶2(𝑛) ·
1

(𝑘b𝑇 )3/2
·

∞∫︁
0

1(︂
𝑒

(𝑘2+𝛾2(𝑛))·1.6МэВ
𝑘b𝑇 − 1

)︂ 𝑘4d𝑘
(𝑘2 + 𝛾2(𝑛))

= 𝐶2(𝑛) ·
1

(𝑘b𝑇 )3/2
· 𝛽(𝑇, 𝑛),

(3.13)

где 𝐶2(𝑛) =
6.85 · 10−18𝛾(𝑛)

(1− 𝛾(𝑛)𝜚)
см2 ·

(︁𝑚He

2𝜋

)︁ 3
2 · 4

𝑚3
He𝑐

2
· (1.6МэВ)3 ≈

≈ 8.59 · 10−13 · 𝛾(𝑛)

1− 𝛾(𝑛)𝜚
МэВ3/2см3

c .

Произведено домножение на коэффициент разбавления и численное моделирование.

𝐾9(𝑛) = 𝐶1(𝑛) ·𝑊 · 𝛽(𝑇, 𝑛)

𝐾4(𝑛) = 𝐶2(𝑛) ·𝑊 · 1

(𝑘b𝑇 )3/2
· 𝛽(𝑇, 𝑛).

Ниже результат численного моделирования: коэффициент скорости фоторасщеп-
ления 𝐾9(𝑛) (Рисунок 3) и коэффициент скорости образования 𝐾4(𝑛) (Рисунок 4).

Рисунок 3 — Коэффициент скорости фоторасщепления 𝐾9(𝑛) при 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 5
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Рисунок 4 — Коэффициент скорости образования 𝐾4(𝑛) при 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 5

3.5. ВЫВОД ИЗ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЁТОВ

Изучая реакцию с полученными значениями 𝐾4(𝑛) и 𝐾9(𝑛):

d𝑛(XHe)+2

d𝑡
= 𝐾4 · 𝑛XHe𝑛He −𝐾9 · 𝑛(XHe)+2 (3.14)

можно сделать вывод о том, что скорость фоторасщепления на порядки выше скорости
образования. При расчётах не учитывается бозонная структура гелия. Подобный метод
оценки нуждается в пересмотре.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНЦЕНТРАЦИИ X(He)2 В

РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙ

Для дальнейшего изучения реакций с XHe требуется определить концентрацию
X(He)2 при температурах 𝑇 = 10− 100 кэВ.

Ниже рассматривается XHe как нейтральная система. He находится на боровской
орбите частицы 𝑋−2

Реакция радиационного захвата второй 𝛼-частицы на орбиту X:

𝑋He + 4He → 𝑋(He)+2
2 + 𝛾 (4.1)

12



4.1. БАЗОВАЯ СКОРОСТЬ РАДИАЦИОННОГО ЗАХВАТА

𝑋He + 4He → 𝑋(He)+2
2 + 𝛾

Радиационный захват ядра подробно рассматривается в [6]. Частный случай
𝐴 ≡ He даёт формулу коэффициента скорости реакции:

𝜎𝑣 =
𝑓 𝜋𝛼

𝑚2
𝑝

3√
2

(︁𝑍
𝐴

)︁2

𝑇

√︃
1

𝐴𝑚𝑝𝐸
, (4.2)

где 𝑓 ≃ 10−3 — параметр изоспинового подавления, 𝛼 — постоянная тонкой структу-
ры, 𝑚𝑝 — масса протона, 𝑍 и 𝐴 — заряд и массовое число ядра-мишени (He), 𝑇 —
температура плазмы, 𝐸 — энергия связи конечного атома 𝑋(He)2.

Для реакции используем значения
𝑍

𝐴
=

2

4
=

1

2
, 𝐸 = 1.6 МэВ.

Подстановка величин в (4.2) даёт линейную зависимость от температуры: значения
коэффициента скорости реакции после расчётов получаются порядка ∼ 10−24см3 с−1.
Результаты численного моделирования представлены на рисунке 5.

У данного метода оценки есть существенный недостаток: бозонная структура
гелия не учитывается. Так же как и снятие запрета Паули.

Рисунок 5 — Зависимость коэффициента скорости реакции 𝜎𝑣 от температуры без учёта
бозонной структуры He

4.2. СКОРОСТЬ РАДИАЦИОННОГО ЗАХВАТА ВТОРОГО

ГЕЛИЯ С УЧЁТОМ БОЗОННОЙ СТРУКТУРЫ

Для учёта бозонной структуры требуется вывести уравнение (4.2), полученное
в [6]. Рассмотрим модель бозонного атома [11, 12]. Авторы выводят вариант уравне-
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ния Хартри–Фока для атомов, в которых несколько одинаковых заряженных бозонов
(например, 𝜋−-мезонов) одновременно связаны с тяжёлым ядром.

4.2.1. САМОСОГЛАСОВАННОЕ ОПИСАНИЕ СОСТОЯНИЯ X(He)2 В

ХАРТРИ–ФОКОВСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

В работе [11] получено уравнение Хартри–Фока для 𝑁𝑏 идентичных бозонов в
атомных единицах:[︂

−Δ

2
− 𝑍

𝑟
+ (𝑁𝑏 − 1)

∫︁
𝑑3𝑟′

𝜌(r′)

|r− r′|

]︂
𝜒𝑗(r) = 𝐸𝑗 𝜒𝑗(r), (4.3)

где 𝜌(r′) =
∑︀

𝑘

⃒⃒
𝜒𝑘(r

′)
⃒⃒2
, 𝜒𝑗(r)-волновая функция j-ого бозона , 𝑍 — заряд тяжёлого

центра, 𝐸𝑗 - энергия связи, 𝑁𝑏 - число бозонов.
Для состояния X(He)2 имеем 𝑁𝑏 = 2 и 𝑍 = 𝑍𝑋 = −2.
Оба 𝛼-ядра заполняют одну 𝑠-орбиталь. Подстановка 𝜒1 = 𝜒2 ≡ 𝜒 даёт

𝜌(r′) = 2
⃒⃒
𝜒(r′)

⃒⃒2
, (4.4)

(𝑁𝑏 − 1)

∫︁
𝜌(r′)

|r− r′|
𝑑3𝑟′ = 2

∫︁
|𝜒(r′)|2

|r− r′|
𝑑3𝑟′ = 𝑈𝐻(𝑟). (4.5)

4.2.2. ДОПОЛНЕНИЕ К ПОТЕНЦИАЛАМ

Добавим ядерное 𝛼–𝛼 взаимодействие, которое описывается потенциалом Али–Бодмера
[13]. Он представляет собой сумму сильного короткодействующего отталкивания и длин-
нодействующего мягкого притяжения. В численных расчётах потенциал удерживает
два ядра гелия на расстоянии и обеспечивает энергию связи, совпадающую с экспери-
ментальной [13].

𝑉𝛼𝛼(𝑟) = 𝑉𝑅 𝑒−𝑟2/𝑅2
𝑅 + 𝑉𝐴 𝑒−𝑟2/𝑅2

𝐴 ,

⎧⎨⎩𝑉𝑅 = +457 МэВ, 𝑅𝑅 = 0.70 фм,

𝑉𝐴 = −75 МэВ, 𝑅𝐴 = 1.45 фм,
(4.6)

где 𝑉𝑅, 𝑅𝑅 - константы отталкивания; 𝑉𝐴, 𝑅𝐴 - константы притяжения.
Потенциал точно воспроизводит фазовые сдвиги 𝛼–𝛼 при энергии 𝐸c𝑚≤12 МэВ

и положение резонанса 8Be (108 кэВ) [13].

4.2.3. ИТОГОВОЕ УРАВНЕНИЕ ХАРТРИ-ФОКА И ЕГО РЕШЕНИЕ

Производится переход к безразмерной 𝑠-волне 𝑢(𝑟) = 𝑟 𝜒(𝑟). Тогда оператор Ла-
пласа превращается во вторую производную, а нормировка становится∫︀∞
0

|𝑢(𝑟)|2𝑑𝑟 = 1. Итоговое уравнение:

[︁
− ℏ2

2𝑚𝐻𝑒

𝑑2

𝑑𝑟2
− 4𝛼ℏ𝑐

𝑟
+ 𝑈𝐻(𝑟) + 𝑉𝛼𝛼(𝑟)

]︁
𝑢(𝑟) = 𝐸 𝑢(𝑟) (4.7)
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4.2.4. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

1. Задаётся пробная волновая функция в виде экспоненты 1𝑠: 𝑢(0)(𝑟) = 𝑟 𝜒(0)(𝑟) с
𝜒(0)(𝑟) = 2𝑒−𝑟/𝑎0/

√︀
𝜋𝑎30.

2. Из 𝑢(𝑛) вычисляется |𝜒(𝑛)|2 = |𝑢(𝑛)|2/𝑟2, строится 𝑈
(𝑛)
𝐻 (𝑟).

3. Дискретизуется гамильтониан 𝐻 = 𝑇 + 𝑉𝐶 + 𝑈
(𝑛)
𝐻 + 𝑉𝛼𝛼 на равномерной сетке

Δ𝑟 = 0.01 фм, 𝑟max = 10 фм, 𝑁 = 900.

4. Вычисляется минимальное собственное значение 𝐸(𝑛+1) и собственный вектор
𝑢(𝑛+1), производится нормировка

∫︀
|𝑢|2𝑑𝑟 = 1.

5. Проверяется сходимость ‖𝑢(𝑛+1) − 𝑢(𝑛)‖/‖𝑢(𝑛)‖ < 10−7. При выполнении условия
получаем (𝐸, 𝑢(𝑟)), иначе производися возвращение к шагу 2.

Схема сходится не более чем за 10 итераций. Суммарная ошибка энергии < 0.05

МэВ.
Результаты моделирования (Рисунок 6):

Энергия связи (одно ядро): 𝐸 = −1.03±0.05 МэВ - ожидаемо меньше (по модулю),
чем у XHe. Полная энергия связи: 𝐸bind ≈ 2𝐸 = −2.06 МэВ.

Максимум функции плотности вероятности 𝑟peak = 1.80 ± 0.02 фм, что немного
больше боровского радиуса 𝑋He.

Рисунок 6 — Плотность вероятности захваченного He на орбите X в состоянии X(He)2

Таким образом, уравнение Хартри-Фока, дополненное с учётом бозонной приро-
ды гелия, позволяет численно моделировать более точную пространственную структуру
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X(He)2. Это уточняет энергию связи и пространственное распределение заряда систе-
мы.

4.2.5. КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИЙ ВЫВОД КОЭФФИЦИЕНТА

РАДИАЦИОННОГО ЗАХВАТА

Производится вывод аналитического выражения для величины 𝜎𝑣.
Начальное относительное движение атома XHe и ядра 4He описывается плоской волной,
нормированной в объёме 𝑉 ,

Ψ𝑖(r) = 𝑉 −1/2𝑒𝑖k·r, 𝑘 ≡ |k| = 𝜇𝑣, (4.8)

где 𝜇— приведённая масса пары, 𝑣— их относительная скорость.
Конечное состояние— s-волновая функция

Ψ𝑓 (r) ≡ 𝜒(𝑟) =
𝑢(𝑟)

𝑟
, (4.9)

где 𝑢(𝑟) получена численно из уравнения Хартри-Фока.

4.2.6. МАТРИЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ РАДИАЦИОННОГО ЗАХВАТА

Начальное и конечное состояния дают матричный элемент:

𝑀𝑓𝑖 = 𝑒eff

√︂
2𝜋ℏ𝜔𝛾

𝑉

(︀
𝜖𝜆 ·D𝑓𝑖

)︀
, (4.10)

где D𝑓𝑖 =
∫︀
𝑑3𝑟 Ψ*

𝑓 (r) rΨ𝑖(r)−оператор дипольного момента, 𝑒eff - эффективный заряд,
𝜔𝛾 - энергия фотона.

После стандартного разложения плоской волны 𝑒𝑖k·r = 4𝜋
∑︀

ℓ𝑚 𝑖ℓ𝑗ℓ(𝑘𝑟)𝑌
*
ℓ𝑚(k̂)𝑌ℓ𝑚(r̂)

остаётся единственный радиальный интеграл

ℐ1(𝑘) =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟 𝑟3 𝑢(𝑟) 𝑗1(𝑘𝑟) , 𝑗1(𝑥) =
sin𝑥

𝑥2
− cos𝑥

𝑥
. (4.11)

Усреднение по двум поляризациям фотона и интегрирование по всем направле-
ниям k̂ даёт

∑︀
𝜆⟨|𝜖𝜆 ·D𝑓𝑖|2⟩ = |ℐ1(𝑘)|2/3.

4.2.7. ВЫВОД КОЭФФИЦИЕНТА СКОРОСТИ РЕАКЦИИ 𝜎𝑣 ЧЕРЕЗ

ПРАВИЛО ФЕРМИ.

Золотое правило Ферми в интегральной форме даёт вероятность перехода:

𝑤𝑓𝑖 =
2𝜋

ℏ
|𝑀𝑓𝑖|2 𝜌𝛾(𝜔𝛾), 𝜌𝛾(𝜔𝛾) =

𝑉 𝜔2
𝛾

𝜋2𝑐3
. (4.12)
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Учитывая поток плоской волны 𝑗 = 𝑣/𝑉 и переходя к натуральным единицам
ℏ = 𝑐 = 1, получается окончательное выражение:

𝜎𝑣(𝑘) =
16𝜋𝛼

9𝜇2

(︁𝑍
𝐴

)︁2

𝜔3
𝛾

⃒⃒
ℐ1(𝑘)

⃒⃒2 (4.13)

где 𝜔𝛾 ≈ |𝐸𝑏|, 𝜇 — приведённая масса системы He–𝑋He.

4.2.8. МАКСВЕЛЛОВСКОЕ УСРЕДНЕНИЕ

Для температурной зависимости выражения произведём усреднение по Максвел-
лу:

⟨𝜎𝑣⟩𝑇 =

∫︁
𝑑3𝑘𝑓MB(𝑘, 𝑇 )𝜎𝑣(𝑘), (4.14)

где 𝑓MB(𝑘, 𝑇 ) =

(︂
1

2𝜋𝜇𝑇

)︂3/2

exp

(︂
− 𝑘2

2𝜇𝑇

)︂
. (4.15)

Подставляя :

⟨𝜎𝑣⟩𝑇 =
16𝜋𝛼

9𝜇2

(︁𝑍
𝐴

)︁2

𝜔3
𝛾

∫︁
𝑑3𝑘 𝑓MB(𝑘, 𝑇 )

⃒⃒
ℐ1(𝑘)

⃒⃒2 (4.16)

В пределе 𝑘𝑟 ≪ 1 происходит переход ℐ1 ∝ 𝑘. Интеграл начинает линейно зависеть от
𝑇 . Тогда ⟨𝜎𝑣⟩𝑇 ∝ 𝑇— результат, лежащий в основе оценки [6].

После численного интегрирования получается зависимость, близкая к линейной от 𝑇

(Рисунок 7). Учёт бозонной структуры гелия увеличивает коэффициент скорости ре-
акции 𝑋He + 4He → 𝑋(He)+2

2 + 𝛾.

Рисунок 7 — Зависимость коэффициента скорости реакции 𝜎𝑣 от температуры с учётом
бозонной структуры
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4.3. ЧИСЛЕННАЯ ОЦЕНКА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ

КОНЦЕНТРАЦИИ X(He)2

Аналитическая формула для относительной концентрации имеет вид:

𝑅(𝑇 ) ≡
𝑛𝑋(He)2(𝑇 )

𝑛𝑋He(𝑇 )
. (4.17)

4.3.1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ВЫВОД ИТОГОВОЙ ФОРМУЛЫ

ОТНОСИТЕЛЬНОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ

Рассматриватеся кинетическое уравнение реакции для радиационного захвата
без учёта обратного фоторасщепления. Считаем, что исходные 𝑋He не исчерпываются
(их плотность практически постоянна). Имеем:

�̇�𝑋(He)2 = ⟨𝜎𝑣⟩(𝑇 )𝑛𝑋He 𝑛4He. (4.18)

Вводя относительную величину (4.17), получаем

�̇� = ⟨𝜎𝑣⟩(𝑇 )𝑛4He(𝑇 ). (4.19)

Плотность фотонов в изотропном реликтовом излучении [14]

𝑛𝛾(𝑇 ) =
2 𝜁(3)

𝜋2

𝑇 3

(ℏ𝑐)3
. (4.20)

Отношение барионов к фотонам сохраняется: 𝑛𝐵 = 𝜂 𝑛𝛾, 𝜂 ≃ 6.1× 10−10 [14]. Массовая
доля первичного 4He равна 𝑌 mass

𝑝 ≃ 0.25. Доля на барион:

𝑌 num
4He =

𝑌 mass
𝑝

4
≈ 0.0625. (4.21)

Следовательно

𝑛4He(𝑇 ) = 𝑌 num
4He 𝜂

2 𝜁(3)

𝜋2

𝑇 3

(ℏ𝑐)3
. (4.22)

В эпоху первичного нуклеосинтеза, параметр Хаббла выражается через темпе-
ратуру как [14]

𝐻(𝑇 ) = 1.66
√
𝑔*

𝑇 2

𝑀Pl

, (4.23)

где 𝑀Pl = 1.221×1022 МэВ (ℏ = 𝑐 = 1), 𝑔*— эффективное число степеней свободы всех
частиц, находящихся в термодинамическом равновесии при температуре 𝑇 . Из [14]

𝑔*(10–100 кэВ) ≃ 10.75.

Поскольку при таких температурах энтропия излучения сохраняется и 𝑇 ∝ 𝑎−1,
то связь между малым приращением времени 𝑑𝑡 и изменением температуры 𝑑𝑇 имеет
вид:

𝑑𝑡 = − 𝑑𝑇

𝐻(𝑇 )𝑇
. (4.24)
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Подставляя (4.22) и (4.24) в (4.19) и интегрируя от 𝑇𝑖 = 0.10МэВ до
𝑇𝑓 = 0.01МэВ, получаем:

𝑅X(He)2 = 𝑌 num
4He 𝜂

∫︁ 𝑇𝑖

𝑇𝑓

⟨𝜎𝑣⟩(𝑇 )
𝐻(𝑇 )𝑇

2 𝜁(3)

𝜋2

𝑇 3

(ℏ𝑐)3
𝑑𝑇. (4.25)

4.3.2. ЧИСЛЕННАЯ ОЦЕНКА, ВЫВОДЫ

Численно вычисляя относительную концентрацию X(He)2 (относительно XHe)
имеем результаты:
1) Без учёта бозонной структуры He: 𝑅X(He)2 = 1.03 · 10−4

2) С учётом бозонной структуры He: 𝑅X(He)2 = 2.33 · 10−4

Можно видеть, что бозонная поправка даёт прибавку в концентрации более, чем
в 2 раза.

Стоит заметить, что значения относительной концентрации оказались выше ожи-
даемых. Подобные результаты нуждаются в дальнейшем рассмотрении.

19



5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается гипотеза составной скрытой массы, в которой гипо-
тетические стабильные частицы с зарядом −2𝑛 образуют нейтральные атомоподобные
состояния XHe с первичными ядрами гелия. Рассмотрена структура XHe. Оценены
интервалы температур, при которых тёмные атомы будут столкновительными. Резуль-
таты дают возможность дальнейшего изучения XHe при температурах
𝑇 = 10− 100 кэВ.

Рассмотрен вариант образования связанных состояний XHe, как аналогия с об-
разованием молекулы водорода в межзвёздных облаках. Получены оценки на коэффи-
циенты скорости образования и фоторасщепления в зависимости от температуры
10 кэВ ⩽ 𝑇 ⩽ 100 кэВ при 𝑛 = 1.

Применена модель атома Томсона для численных расчётов коэффициентов ско-
рости реакции образования связанного состояния для 2 ⩽ 𝑛 ⩽ 5. Скорость фоторас-
щепления на порядки выше скорости образования, также не учтены бозонные поправки.
Метод расчёта нуждается в пересмотре.

Изучена реакция образования состояния X(He)2. Рассмотрена готовая формула
базовой скорости реакции из работы [6].

Из модели бозонных атомов с использованием уравнения Харти-Фока получена
волновая функция гелия на орбите X в X(He)2. Теоретически выведена формула коэф-
фициента скорости реакции с бозонной поправкой, произведены численные оценки.

Получена относительная концентрация X(He)2, образованного в диапазоне тем-
ператур 𝑇 = 10− 100 кэВ:
1) Без учёта бозонной структуры He: 𝑅X(He)2 = 1.03 · 10−4

2) С учётом бозонной структуры He: 𝑅X(He)2 = 2.33 · 10−4.
Отличия в концентрации между базовым и бозонным случаями составляет

∼ 117%.
Полученные значения концентраций свидетельствуют о том, что бозонные по-

правки необходимо учитывать в рамках более детализированных моделей для точного
понимания процессов формирования составной скрытой массы.
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