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ВВЕДЕНИЕ

Атомное ядро является системой связанных протонов и нейтронов, взаи-
модействующих посредством ядерных и электромагнитных сил. Если нуклонов
достаточно много, то каждый из них движется в самосогласованном потенци-
але, создаваемом всеми остальными нуклонами [1]. Тогда можно поставить за-
дачу на собственные значения и собственные функции одночастичного гамиль-
тониана:

𝐻 |Ψ𝑛⟩ = 𝐸𝑛 |Ψ𝑛⟩ .

В сформированном потенциале возникают одночастичные состояния, которые
характеризуются набором квантовых чисел, получающихся из симметрии само-
го потенциала. Если одночастичные состояния обладают одинаковой энергией,
то они формируют уровень с характерной кратностью вырождения. Так, если
ядерная оболочка заполнена, то формируется изотропный потенциал, в котором
при решении в сферических координатах одночастичные состояния характери-
зуются такими числами, как: 𝑛 — главное квантовое число, 𝑙 — орбитальный
момент, 𝑙𝑧 — проекция орбитального момента на ось 𝑧, чётность 𝑝. Также можно
ввести полный угловой момент �⃗�, равный �⃗� + �⃗� и его проекцию 𝑗𝑧.

Применяя вариационный метод [2]

𝛿⟨Ψ𝑛|𝐻|Ψ𝑛⟩ = 0

к задаче на собственные числа и функции, можно получить одночастичные со-
стояния, которые характеризуются определёнными квантовыми числами. Изме-
нение параметров взаимодействия в гамильтониане или учёт новых эффектов
сказываются на энергии одночастичных состояний.

Далее, зная одночастичные состояния в самосогласованном поле, можно
получить возбуждённые многочастичные состояния ядра. При этом чем больше
энергия возбуждения, тем больше плотность уровней 𝜌(𝐸, 𝐽𝑧, 𝑃 ) и плотность
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многочастичных состояний 𝜔(𝐸, 𝐽𝑧, 𝑃 ), что играет важную роль в протекании
ядерных реакций.

Рассмотрим некоторую реакцию с образованием компаунд-ядра (состав-
ного ядра) 𝐶*: 𝑎+𝐴→ 𝐶* → 𝑏+𝐵*. Поскольку 𝐶* находится в возбуждённом
состоянии, то оно через некоторое время распадётся на частицу 𝑏 и ядро 𝐵* с
меньшей энергией.

Рисунок 1 — Иллюстрация возможных путей распада [3]

Таким образом, в реакциях происходят переходы ядер из одних много-
частичных состояний в другие. В работе [3], посвящённой описанию вычис-
лительного комплекса Talys, ядерные реакции поясняются рисунком 1. Здесь
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изображены переходы из одних многочастичных состояний в другие через раз-
ные каналы распада (𝑛 — испускание нейтрона, 𝑝 — протона, 𝑑 — дейтрона, 𝑓
— деление). Компаунд-ядро находится в правом верхнем углу. Чем левее ядро
на диаграмме, тем меньше у него нейтронов, чем ниже — тем меньше протонов.
Для каждого ядра существуют дискретные низколежащие уровни. При боль-
ших энергиях возбуждения количество уровней, приходящихся на определён-
ный интервал энергий, становится настолько велико, что приходится вводить
плотность уровней, которая определяет вероятность перехода ядра в другие со-
стояния с меньшей энергией в интервале [𝐸−∆𝐸/2, 𝐸+∆𝐸/2]. Моделирование
реакций в Talys описывается во второй главе после исторического введения.

Аналитические формулы для плотности уровней получены в модели ферми-
газа в третьем разделе. Модель независимых частиц была предложена Бете в
1936 году [4], далее теоретическая ядерная физика разрабатывалась другими
авторами, что обсуждается в первом и третьем разделах.

Основная часть данной работы посвящена разработке комбинаторного ме-
тода вычисления плотности ядерных уровней. Метод заключается в переборе
многочастичных состояний путём перераспределения нуклонов по одночастич-
ным состояниям. Представлены результаты соответствующих расчётов, выпол-
ненных для одночастичных состояний в модели трёхмерного осциллятора. Да-
лее в качестве одночастичного базиса был использован реалистичный самосо-
гласованный потенциал, полученный методом Хартри-Фока с учётом эффекта
спаривания нуклонов. Построены различные распределения; в целом наблюда-
ется разумное согласие с экспериментальными и модельными данными других
авторов. В дальнейшем планируется учесть деформацию ядра для более ре-
алистичного описания плотности уровней, в частности, на барьерах деления
тяжёлых ядер.
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1 ВВЕДЕНИЕ В ИСТОРИЧЕСКИЙ КОНТЕКСТ
ПРОБЛЕМЫ ПЛОТНОСТИ ЯДЕРНЫХ

УРОВНЕЙ

1.1 РАЗВИТИЕ ЯДЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ

Плотность уровней и многочастичных состояний играет важную роль в
протекании ядерных реакций, определяя вероятность перехода из одного со-
стояния в некоторое другое. Так, в 1936 году Бете [4] получил формулу для
плотности уровней в приближении независимых частиц ферми-газа в тяжёлом
ядре. В силу применяющихся при выводе формулы приближений имеется рас-
ходимость при низких энергиях.

В 1957 году была опубликована работа [5], в которой давалось объяс-
нение эффекту сверхпроводимости: электроны при низких энергиях образуют
связанные состояния (куперовские пары) и понижают энергию пары нуклонов
на величину двух энергетических щелей 2∆. Далее эта теория была применена
к ядерной материи [6; 7] для учёта эффекта различия масс из-за спаривания
нуклонов. Вводятся некоторые параметры 𝑣𝑖 и 𝑢𝑖 — амплитуды вероятности
обнаружения (не обраружения) двух нуклонов с индексом 𝑖 в спаренном состо-
янии, которые выражаются через ∆ и энергию Ферми 𝐸𝐹 .

Одновременно с этим выдвигались различные статистические модели, опи-
сывающие деление ядер и распределения по проекции углового момента и чёт-
ности [8]. В 1965 году была предложена формула Гильберта-Камерона [9], где в
области низких энергий плотность уровней описывалась экспоненциальной за-
висимостью, а затем сшивалась по значению и первой производной с формулой
ферми-газа.

В 1964 году учёт парных корреляций был применён для изучения ана-
литической зависимости плотности уровней от энергии возбуждения и энерге-
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тической щели ∆ [10]. Было показано, что чем больше ∆, тем больше энергии
требуется для разрыва пары и, соответственно, возбуждения ядра, в результате
чего кривая сдвигается вправо по оси энергий. При заданной энергии это мо-
жет быть интерпретировано как уменьшение плотности уровней. На основании
идеи смещения по оси энергий была предложена модель «обратно-смещенного
ферми-газа» (Back-shifted Fermi gas) [11], где за счёт замены 𝑈 → 𝑈 − ∆ эф-
фективно учитываются парные корреляции.

Значительным моментом стало написание фундаментальных работ, обоб-
щающих текущее знание о структуре атомного ядра. Стоит отметить издание
в двух томах О. Бора и Б. Моттельсона, первый выпуск которых вышел в 1969
году [1; 12]. Позже в 1980 году была выпущена книга «The Nuclear Many-Body
Problem» [2], в которой описывались, в частности, методы получения реали-
стичного самосогласованного поля, и необходимость в третьем томе О. Бора и
Б. Моттельсона отпала.

В 1985 году была предложена сверхтекучая модель ядра [13], в которой
учитывались оболочечные, колебательные и вращательные эффекты ядра. За
счёт введения зависимости параметра плотности уровней 𝑎 от энергии возбуж-
дения 𝑈 воспроизводились оболочечные эффекты. Колебательные и враща-
тельные возбуждения учитывались домножением соответствующих факторов
на плотность уровней. Представленные выше теоретические модели имеют сво-
бодные параметры и потому нуждаются калибровке под экспериментальные
данные. В связи с этим была создана библиотека стандартных входных па-
раметров (RIPL — Reference Input Parameter Library) [14], в которой заодно
обозреваются ядерные модели.

1.2 РАЗВИТИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РАСЧЁТА

ПЛОТНОСТИ УРОВНЕЙ

Расчёт плотности уровней базируется на оболочечной модели, развитие
которой началось с экспериментального подтверждения в 1948 году магиче-
ских чисел 20, 50, 82 и 126 для нейтронов и протонов [15]. Спустя два года бы-
ло выдвинуто предположение, что ядерные силы являются двухнуклонными,
короткодействующими и притягивающими [16]; при этом энергетически выгод-
ной конфигурацией является пара нуклонов с противоположными проекциями
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угловых моментов, что даёт суммарную проекцию, равную 0. В частности, это
объясняет стабильность чётно-чётных ядер. Эти работы заложили основу для
комбинаторного перебора.

С развитием ЭВМ стали возможны более сложные численные расчёты;
так, в 1967 году была представлена одна из первых работ по комбинаторно-
му расчёту [17], в которой авторы вычисляли энергии возбуждения низших
уровней в зависимости от заданного углового момента с учётом парного взаи-
модействия на основе статей [6; 7]. В следующие годы происходило уточнение
результатов для средних и тяжёлых ядер с учётом деформаций [18–21], ко-
торые значительным образом влияют на барьер деления [22]. Одновременно
с этим выходит работа, посвящённая методу расчёта среднего поля Хартри-
Фока с эффективными силами Скирма [23], представляющими из себя 𝛿-силы,
которые упрощают алгоритм вычислений. В 1969 году создаётся специализи-
рованный журнал «Computer Physics Communications», в котором далее будут
опубликованы, в частности, алгоритмы вычислений плотности уровней [24].

С 1990-х годов приобретает популярность метод Монте-Карло, который
также даёт разумное согласие с экспериментом [25]. Примерно в это же время
вышел ряд работ, посвящённых вычислению плотности через статсумму снача-
ла в эквидистантной модели [26], где был представлен комнаторный алгоритм
перебора, а затем и с более реалистичными уточнениями: силами Гогни [27],
методом Хатри-Фока-Боголюбова [28; 29] и «температурно-зависимой» плот-
ностью уровней [30]. В 2013 году выходит работа по комбинаторному расчёту
плотности уровней [31] в модели «свёрнутого потенциала Юкавы» с учётом пар-
ных корреляций для каждого многочастичного состояния. Следующим шагом
является построение плотности уровней при делении ядер [32]; авторы изучают
угловые распределения осколков в реакции 235U(nth, f). В последние несколько
лет получил распространение новый подход — метод функционала плотности
[33; 34]. Основным отличием является то, что одночастичный базис вычислен
с учётом релятивистских поправок, на основе которого далее рассчитывается
плотность уровней.

Стоит также отметить статью [35] С. В. Сидорова, А. В. Корниловой и
Т. Ю. Третьяковой из МГУ, которые произвели учёт тензорных сил для ядер с
избыточным количеством нейтронов в методе Хартри-Фока с парными корре-
ляциями и предоставили нам программу для расчёта одночастичного базиса.
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2 МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕАКЦИЙ В
ПРОГРАММЕ TALYS

Talys — программный комплекс с открытым кодом, который позволяет
моделировать столкновения ядер с лёгкими частицами, в том числе нейтрона-
ми, с энергиями до 200 МэВ. В целях унификации создан набор входных пара-
метров для ядерных моделей — Reference Input Parameter Library (RIPL-3) [14],
который Talys использует по-умолчанию. Использовалась версия Talys-1.95. Ис-
следовались следующие реакции:

58Ni(n,p)58Co, 59Co(n,2n)58Co, 112Cd(n,2n)111Cd, 113In(n,n′)113In.

Ядра, образующиеся в этих реакциях, обладают низколежащими долго-
живущими изомерными состояниями. Все 4 указанные реакции изучались в
недавних экспериментах [36], выполненных в НИЦ “Курчатовский институт”
при энергии налетающих нейтронов, близкой к 14 МэВ. Интерес к этим реак-
циям обусловлен тем, что они протекают в конструкционных материалах уста-
новок, в которых в процессе 𝑑+ 𝑡→ 𝛼+𝑛 образуются термоядерные нейтроны.

В статье [36], в частности, было отмечено, что существует значительный
разброс экспериментальных данных по сечениям образования ядер в изомерных
состояниях в указанных реакциях. При этом для части этих реакций отсутству-
ют надёжные оценки этих сечений. В связи с этим возник вопрос о возможности
использования программы Talys для предсказания соответствующих сечений.

Указанные реакции идут с образованием возбуждённых компаунд-ядер,
поэтому плотности уровней существенно влияют на сечения. Talys позволяет ис-
пользовать 6 моделей плотности уровней, первые 3 обсуждались в первой части
части этой работы: модель Гильберта-Камерона (модель 1), модель ферми-газа
с обратным смещением (модель 2) и сверхтекучая модель, основанная на пред-
ставлении о сверхтекучем ядре при малых энергиях возбуждения (модель 3).
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В моделях 4–6 Talys используются числовые файлы, полученные в различных
комбинаторных расчётах, однако надёжность этих моделей не выше, чем 1–3.

Рисунок 2.1 — Схема двугорбого барьера деления𝐵 в зависимости от параметра
деформации 𝛽

Стоит также отметить важность деформации ядра в наблюдаемых эф-
фектах. Для тяжёлых ядер, в частности, актинидов, барьер деления является
двугорбым (или трёхгорбым) [14] (см. рис. 2.1). На осях 𝐵 — энергия, барьер
деления, 𝛽 — параметр деформации. Здесь 𝐵𝑓𝑖 — высота основного барьера,
𝐸𝑐𝑖 — энергия, ниже которой — дискретный спектр ядерных уровней, а выше
— непрерывный. Видно, что на правом холме есть переходные состояния, а во
впадине — изомеры (долгоживущие ядра). При малых энергиях играет роль
дискретный спектр, а при высоких — плотность уровней над барьером, сказы-
ваясь на протекании ядерных реакций.

В данном разделе представлены расчёты в программе Talys 1.9 без моди-
фикаций, однако в дальнейшем планируется распространить наш подход, опи-
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санный в следующих главах, на деление ядер и встроить его в Talys.
В этой главе получены сечения образования изомерных и основных состо-

яний ядер в указанных выше реакциях. Выполнено сравнение этих результатов
с оценками из библиотек TENDL-2021, IRDFF-II, а также EXFOR, т.е. с экспе-
риментальными данными.

2.1 МЕТОД ОЦЕНКИ НАДЁЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Для каждой реакции вычислялись сечения 𝜎1(𝐸), 𝜎2(𝐸), 𝜎3(𝐸) образова-
ния состояний конечного ядра для моделей 1–3 плотности уровней в интервале
энергий налетающих нейтронов от нуля до 20 МэВ. При сравнении результатов
вычислений с оценками и экспериментальными даными было обнаружено, что
ни одна модель не имеет преимуществ перед другими. При этом при каждой
энергии нейтрона 𝐸 максимальное отклонение между любыми двумя моделями

∆𝜎(𝐸) = max (|𝜎1(𝐸)− 𝜎2(𝐸)|, |𝜎1(𝐸)− 𝜎3(𝐸)|, |𝜎2(𝐸)− 𝜎3(𝐸)|) , (2.1.1)

в сущности, представляет собой неопределённость теоретического предсказания
истинного сечения. Тогда среднее сечение

𝜎av(𝐸) =
𝜎1(𝐸) + 𝜎2(𝐸) + 𝜎3(𝐸)

3
(2.1.2)

можно интерпретировать как наиболее вероятный прогноз. Таким образом, мож-
но построить коридор значений, т.е. две кривые

𝜎max(𝐸) = 𝜎av(𝐸) + ∆𝜎(𝐸), 𝜎min(𝐸) = 𝜎av(𝐸)−∆𝜎(𝐸), (2.1.3)

между которыми, согласно смоделированным данным, скорее всего, находится
истинное значение сечения. По результатам работы опубликована статья [37].
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2.2 РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ 58NI

На рисунках 2.2 и 2.3 представлены сечения образования ядра 58Co в
реакции 58Ni(n,p)58Co в основном и изомерном состояниях. Здесь синяя кри-
вая — минимальная оценка (𝜎min), чёрная — максимальная (𝜎max), красная —
средняя (𝜎av), фиолетовая — данные из библиотеки TENDL-2021. Видно, что
для основного состояния наблюдаются расхождения между экспериментальны-
ми данными из EXFOR и модельными (TENDL-2021, IRDFF-II, наши данные).
Для изомерного состояния 58Co наблюдается разумное согласие данных из биб-
лиотек и смоделированных данных.

На картинках для изомеров видно, что кривые слегка осциллируют. Это
не наблюдалось при большем шаге по энергиям — при 1 МэВ. Здесь для мо-
делирования был выбран шаг 0.05 МэВ. Почему так происходит, на данный
момент не ясно. Для выяснения причины, возможно, придётся анализировать
исходный код программы и выяснять, как считались сечения реакций.

Рисунок 2.2 — Зависимость сечения образования основного состояния ядра 58Co
в реакции 58Ni(n,p)58Co от энергии
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Рисунок 2.3 — Зависимость сечения образования изомерного состояния ядра
58Co в реакции 58Ni(n,p)58Co от энергии

2.3 РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ 59CO

На рисунках 2.4 и 2.5 представлены сечения образования ядра 58Co в
реакции 59Co(n,2n)58Co в основном и изомерном состояниях в зависимости от
энергии налетающих нейтронов.

Для данной реакции, как и для предыдущей (с никелем), наблюдаются ос-
цилляции, наиболее заметные для изомерного состояния. В целом наблюдается
согласие с экспериментальными данными; многие данные попадают в коридор
ожидаемых значений.
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Рисунок 2.4 — Зависимость сечения образования основного состояния ядра 58Co
в реакции 59Co(n,2n)58Co от энергии

Рисунок 2.5 — Зависимость сечения образования изомерного состояния ядра
58Co в реакции 59Co(n,2n)58Co от энергии
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2.4 РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ 112CD

В библиотеке экспериментальных данных EXFOR не было данных по об-
разованию основного состояния 111Cd (см. рис. 2.6). Также можно заметить,
что для изомерного состояния (см. рис. 2.7) осцилляции кривых Talys пропа-
ли. Экспериментальные данные, полученные из EXFOR, находятся в разумных
пределах относительно полученных 𝜎max и 𝜎min.

Рисунок 2.6 — Зависимость сечения образования основного состояния ядра
111Cd в реакции 112Cd(n,2n)111Cd от энергии
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Рисунок 2.7 — Зависимость сечения образования изомерного состояния ядра
111Cd в реакции 112Cd(n,2n)111Cd от энергии

2.5 РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ 113IN

Здесь также не было данных в EXFOR для основного состояния. Можно
видеть одну особенность: согласно библиотекам ядерных данных, сечение обра-
зования основного (см. рис. 2.8) и изомерного (см. рис. 2.9) состояния 113In в
реакции 113In(n,n′)113In имеет некоторую «двугорбость» при малых энергиях.
Эту особенность не удалось воспроизвести ни в одной из моделей плотности
уровней. Почему так происходит, пока не ясно. Это требует дальнейшего ана-
лиза того, что заложено в коде Talys.
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Рисунок 2.8 — Зависимость сечения образования основного состояния ядра
113In в реакции 113In(n,n′)113In от энергии



21

Рисунок 2.9 — Зависимость сечения образования изомерного состояния ядра
113In в реакции 113In(n,n′)113In от энергии
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3 АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ПЛОТНОСТИ
СОСТОЯНИЙ И УРОВНЕЙ

В этом разделе представлен обзор основных результатов по плотности
уровней ядер в модели идеального ферми-газа, основанный на работах [1; 4; 14;
38]. Целью является получение формулы, показывающей, сколько многочастич-
ных состояний 𝑑𝑁 находится в интервале энергий возбуждения (𝑈,𝑈 + 𝑑𝑈) с
проекцией полного углового момента (𝑀,𝑀 + 𝑑𝑀). Эта характеристика назы-
вается плотностью многочастичных состояний и обозначается 𝜔(𝑈,𝑀). Далее
будут получены следствия из этой формулы, в частности, плотность уровней.

Стоит отметить, что существуют также и другие модели, феноменоло-
гические модификации модели независимых частиц, которые применяются для
описания плотности возбуждённых уровней реальных ядер. К ним, в частности,
относятся модель ферми-газа с обратным смещением [11] и модель Гильберта-
Камерона [9]. Существует также подход к вычислению плотности состояний в
сверхтекучей модели ядра, в которой учитывается остаточное взаимодействие
нуклонов, приводящее к их спариванию при относительно низких энергиях воз-
буждения. Но и в этой модели выше некоторой энергии возбуждения (“точки
фазового перехода”) плотность состояний описывается так же, как в модели
независимых частиц. Перечисленные выше модификации модели ферми-газа
рассмотрены, например, в работах [14; 38].

Мы остановимся на модели идеального ферми-газа и получим соответ-
ствующие формулы плотности многочастичных состояний и уровней.

3.1 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ПЛОТНОСТИ

СОСТОЯНИЙ ПОДСИСТЕМЫ НЕЙТРОНОВ

Рассмотрим для начала систему, состоящую из невзаимодействующих нук-
лонов одного типа, например, нейтронов, движущихся в некотором потенциале.
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Пусть индекс 𝑗 нумерует одночастичные состояния; 𝜀𝑗 и 𝑚𝑗 — энергия и проек-
ция углового момента на ось 𝑧 нейтрона в состоянии 𝑗, а 𝑛𝑗 — числа заполнения
(0 или 1) состояния 𝑗. Многочастичные состояния |𝑖⟩ системы нейтронов опре-
деляются набором чисел заполнения 𝑛𝑗(𝑖), которые задают число нейтронов

𝑁𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑛𝑗(𝑖), (3.1.1)

энергию

𝐸𝑖 =
∑︁
𝑗

𝜀𝑗(𝑖)𝑛𝑗(𝑖), (3.1.2)

и полную проекцию углового момента на ось 𝑧

𝑀𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑛𝑗(𝑖) (3.1.3)

в состоянии |𝑖⟩. Плотность состояний такой системы, зависящая от непрерыв-
ных переменных 𝐸,𝑁 и 𝑀 , задаётся следующей формулой

𝜔(𝐸,𝑁,𝑀) =
∑︁
𝑖

𝛿(𝐸 − 𝐸𝑖)𝛿(𝑁 −𝑁𝑖)𝛿(𝑀 −𝑀𝑖). (3.1.4)

Для приведения правой части этой формулы к виду, плавно зависящему от 𝐸,
𝑁 и 𝑀 , выполним преобразование Лапласа. Для фукции одной переменной 𝑓(𝑡)
это преобразование и обратное преобразование определены формулами:

𝐹 (𝑝) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝑅𝑒(𝑝)+𝑖∞∫︁
𝑅𝑒(𝑝)−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝. (3.1.5)

В нашей задаче мы имеем дело с функцией трёх переменных. Пусть 𝑄(𝛽, 𝛼, 𝑘)
— результат преобразования Лапласа плотности состояний 𝜔(𝐸,𝑁,𝑀):

𝑄(𝛽, 𝛼, 𝑘) =

∞∫︁
0

𝑑𝐸

∞∫︁
0

𝑑𝑁

∞∫︁
0

𝑑𝑀 𝑒−𝛽𝐸+𝑁𝛼+𝑘𝑀𝜔(𝐸,𝑁,𝑀) =

=
∑︁
𝑖

𝑒−𝛽𝐸𝑖+𝑁𝑖𝛼+𝑘𝑀𝑖. (3.1.6)
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Здесь 𝛽, 𝛼, 𝑘 — параметры преобразования. Знаки этих параметров в показа-
теле экспоненты выбираем апостериори, т.к. потом они приобретут некоторый
смысл. Поскольку правая часть (3.1.6) аналогичная большой статистической
сумме, то, например, 1/𝛽 = 𝑇 имеет смысл температуры. Перейдём в формуле
(3.1.6) от многочастичных характеристик 𝐸𝑖, 𝑁𝑖, 𝑀𝑖 к одночастичным 𝜀𝑗, 𝑛𝑗,
𝑚𝑗:

𝑄(𝛽,𝛼,𝑘) =
∑︁
𝑖

𝑒

∑︀
𝑗

(−𝛽𝜀𝑗+𝛼+𝑘𝑚𝑗)𝑛𝑗(𝑖)

=

=
∑︁
𝑖

𝑒(−𝛽𝜀1+𝛼+𝑘𝑚1)𝑛1(𝑖)𝑒(−𝛽𝜀2+𝛼+𝑘𝑚2)𝑛2(𝑖) . . . (3.1.7)

Поскольку 𝑛𝑗(𝑖) принимает значения 0 или 1, и мы суммируем по всем много-
частичным состояниям |𝑖⟩, то ряд (3.1.7) можно представить в виде:

𝑄(𝛽,𝛼,𝑘) =
(︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀1+𝛼+𝑘𝑚1

)︀ (︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀2+𝛼+𝑘𝑚2

)︀
· · · =

∏︁
𝑗

(︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀𝑗+𝛼+𝑘𝑚𝑗

)︀
.

(3.1.8)
Если возьмём логарифм, то получим:

ln𝑄(𝛽,𝛼,𝑘) =
∑︁
𝑗

ln
(︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀𝑗+𝛼+𝑘𝑚𝑗

)︀
. (3.1.9)

Перейдём от суммирования к интегрированию, введём плотность одночастич-
ных состояний 𝑔(𝜀), а также выделим явно положительные и отрицательные
проекции моментов 𝑚+ ⩾ 0 и 𝑚− = |𝑚−| > 0:

∑︁
𝑗

ln
(︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀𝑗+𝛼+𝑘𝑚𝑗

)︀
=

∞∫︁
0

𝑔(𝜀) ln
(︀
1 + 𝑒−𝛽𝜀+𝛼+𝑘𝑚

)︀
𝑑𝜀 =

=
1

2

∞∫︁
0

𝑔(𝜀) ln
(︁
1 + 𝑒−𝛽𝜀+𝛼+𝑘𝑚+

)︁
𝑑𝜀+

1

2

∞∫︁
0

𝑔(𝜀) ln
(︁
1 + 𝑒−𝛽𝜀+𝛼−𝑘𝑚−

)︁
𝑑𝜀, (3.1.10)

где
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𝑔(𝜀) =
∑︁
𝑗

𝛿(𝜀− 𝜀𝑗). (3.1.11)

Вычислим первый интеграл. Выделим пределы интегрирования удобным обра-
зом, а затем рассмотрим низкотемпературное приближение: (𝛼 + 𝑘𝑚) ≫ 1.
Обозначим для краткости −𝛽𝜀+ 𝛼− 𝑘𝑚+ = 𝑥(𝜀)

∞∫︁
0

𝑔(𝜀) ln (1 + 𝑒𝑥) 𝑑𝜀 =

𝛼+𝑘𝑚+

𝛽∫︁
0

𝑔(𝜀) ln (1 + 𝑒𝑥)⏟  ⏞  
𝑒𝑥(1+𝑒−𝑥)

𝑑𝜀+

∞∫︁
𝛼+𝑘𝑚+

𝛽

𝑔(𝜀) ln (1 + 𝑒𝑥) 𝑑𝜀 =

=

𝛼+𝑘𝑚+

𝛽∫︁
0

𝑔(𝜀)𝑥𝑑𝜀

⏟  ⏞  
(1)

+

𝛼+𝑘𝑚+

𝛽∫︁
0

𝑔(𝜀) ln
(︀
1 + 𝑒−𝑥

)︀
𝑑𝜀

⏟  ⏞  
(2)

+

∞∫︁
𝛼+𝑘𝑚+

𝛽

𝑔(𝜀) ln (1 + 𝑒𝑥) 𝑑𝜀

⏟  ⏞  
(3)

.

(3.1.12)

(1) =

𝛼+𝑘𝑚+

𝛽∫︁
0

𝑔(𝜀)
(︀
−𝛽𝜀+ 𝛼− 𝑘𝑚+

)︀
𝑑𝜀 = · · · = 𝑔 · (𝛼 + 𝑘𝑚+)2

2𝛽
. (3.1.13)

(2)
𝛽𝜀−𝛼+𝑘𝑚+=−𝛽𝑦−−−−−−−−−−−→
𝜀=−𝑦+(𝛼+𝑘𝑚+)/𝛽

0∫︁
𝛼+𝑘𝑚+

𝛽

𝑔 ln(1 + 𝑒−𝛽𝑦)𝑑(−𝑦) =

𝛼+𝑘𝑚+

𝛽∫︁
0

𝑔 ln(1 + 𝑒−𝛽𝑦)𝑑𝑦. (3.1.14)

(3)
−𝛽𝜀+𝛼−𝑘𝑚+=−𝛽𝑦−−−−−−−−−−−→
𝜀=𝑦+(𝛼+𝑘𝑚+)/𝛽

∞∫︁
0

𝑔 ln(1 + 𝑒−𝛽𝑦)𝑑𝑦 = 𝑔
1

𝛽

∞∫︁
0

ln(1 + 𝑒−𝛽𝑦)𝑑(𝛽𝑦) =
𝑔

𝛽
· 𝜋

2

12
.

(3.1.15)

Используя «низкотемпературное приближение» (𝛼 + 𝑘𝑚+) ≫ 1 (интегрируем

до ∞), а также то, что интеграл
∞∫︀
0

ln(1 + 𝑒−𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋2

12 и вынося 𝑔 из-под инте-

грала как среднее, приводим сумму интегралов (3.1.12) к виду:
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𝑔 · (𝛼 + 𝑘𝑚+)2

2𝛽
+

1

2𝛽
· 𝑔 · 𝜋

2

12
+

1

2𝛽
· 𝑔 · 𝜋

2

12
=
𝑔

2

(︂
(𝛼 + 𝑘𝑚+)2

2𝛽
+
𝜋2

6𝛽

)︂
. (3.1.16)

Мы получили первый интеграл в выражении (3.1.10). Второй будет аналогич-
ный с заменой 𝑚+ на −𝑚−. Тогда, преобразовывая (3.1.10), получаем:

ln𝑄(𝛽, 𝛼, 𝑘) ≈ 𝑔(𝛼 + 𝑘𝑚+)2

4𝛽
+
𝑔(𝛼− 𝑘𝑚−)2

4𝛽
+
𝑔𝜋2

6𝛽
. (3.1.17)

3.2 ОБОБЩЕНИЕ НА СЛУЧАЙ СИСТЕМЫ ИЗ ДВУХ

ПОДСИСТЕМ

Протоная и нейтронная системы независмы в том смысле, что гамиль-
тониан ядра является суммой гамильтонианов протонной и нейтронной подси-
стем. Тогда Ω = Ω1 · Ω2, то есть статсумма является произведением статсумм
подсистем. При этом lnΩ = lnΩ𝑁+lnΩ𝑍 , а lnΩ𝑁 известно — это (3.1.17). Также
введём индексы 𝑍 и 𝑁 , чтобы различать протонную и нейтронную подсистемы.

ln𝑄(𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 , 𝑘) ≈
𝑔𝑍(𝛼𝑍 + 𝑘𝑚+

𝑍)
2

4𝛽
+
𝑔𝑍(𝛼𝑍 − 𝑘𝑚−

𝑍)
2

4𝛽
+
𝑔𝑍𝜋

2

6𝛽
+

+
𝑔𝑁(𝛼𝑁 + 𝑘𝑚+

𝑁)
2

4𝛽
+
𝑔𝑁(𝛼𝑁 − 𝑘𝑚−

𝑁)
2

4𝛽
+
𝑔𝑁𝜋

2

6𝛽
=

=
𝑔𝑍𝛼

2
𝑍

2𝛽
+
𝑔𝑁𝛼

2
𝑁

2𝛽
+
𝑎

𝛽
+
𝑘2 · 𝑔 ·𝑚2

2𝛽
.

(3.2.1)

Здесь положено 𝑚+
𝑍 = 𝑚−

𝑍 , 𝑚+
𝑁 = 𝑚−

𝑁 , то есть ⟨𝑚⟩ = 0. Также введены новые
обозначения: 𝑔 = 𝑔𝑍+𝑔𝑁 — полная плотность одночастичных состояний, 𝑎 = 𝜋2

6 𝑔

— параметр плотности уровней, 𝑚2 = 1
𝑔(𝑚

2
𝑍𝑔𝑍 +𝑚2

𝑁𝑔𝑁).
Мы получили выражение для ln𝑄(𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 , 𝑘). Теперь из него нужно

получить плотность состояний 𝜔(𝐸,𝑍,𝑁,𝑀), плавно зависящую от своих ар-
гументов. Для этого потребуется «метод перевала» и обратное преобразование
Лапласа.
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3.3 МЕТОД ПЕРЕВАЛА

Метод перевала известен из теории функций комплексного переменного.
Его также можно применить к нашей задаче [38]. Он нам понадобится, посколь-
ку в обратном преобразовании Лапласа интегрирование производится вдоль
мнимой оси.

Пусть имеется некоторая функция 𝐹 (𝜆) вида

𝐹 (𝜆) =

∫︁
𝐶

𝑓(𝑧)𝑒𝜆𝑆(𝑧)d𝑧, (3.3.1)

где 𝐶 — некоторый контур интегрирования, а функция 𝑆(𝑧) удовлетворяет сле-
дующим условиям:

1) 𝑆(𝑧) определена и имеет производную в каждой точке области 𝐺, содер-
жащей кривую 𝐶 (которая может быть неограниченной).

2) Существует единственная точка 𝑧0, в которой первая производная 𝑆 ′(𝑧0) =

0.
3) В точке 𝑧0 вторая производная 𝑆 ′′(𝑧0) = 0.

Тогда

𝐹 (𝜆)
𝜆→+∞−−−−→
𝜆∈R

𝑓(𝑧0)
√︁

2𝜋
𝜆|𝑆′′(𝑧0)| · 𝑒

𝜆𝑆(𝑧0)𝑒𝑖𝜙𝑚, (3.3.2)

где

𝜙𝑚 = 𝜋−𝜃
2 +𝑚𝜋, 𝜃 = 𝑎𝑟𝑔(𝑆 ′′(𝑧0)). (3.3.3)

Для доказательства рассмотрим сначала действительную функцию

Φ(𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜙(𝑥)𝑒𝜆ℎ(𝑥)d𝑥. (3.3.4)

Здесь ℎ(𝑥) — дифференцируемая функция на отрезке (𝑎, 𝑏). Существует един-
ственная точка 𝑥0, в которой первая производная ℎ′(𝑥0) равна 0 и вторая произ-
водная ℎ′′(𝑥0) отрицательна. Вблизи точки 𝑥0 можно разложить функцию ℎ(𝑥)

как
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ℎ(𝑥) ≈ ℎ(𝑥0) +
1

2
ℎ′′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0)

2 (3.3.5)

и положить 𝜙(𝑥) ≈ 𝜙(𝑥0). Здесь нет слагаемого с ℎ′(𝑥0), поскольку в 𝑥0 оно
равно нулю по условию.

Введём функцию 𝐻(𝜆, 𝑥) = 𝑒𝜆(ℎ(𝑥)−ℎ(𝑥0)). При 𝜆 ≫ 1 эта функция будет
выглядеть как очень резкий пик с центром в точке 𝑥0, значение 𝐻(𝜆, 𝑥0) =

1. Значение интеграла набирается именно около этой точки. Вне окрестности
(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) значение 𝐻(𝜆, 𝑥) будет мало. Тогда можно преобразовать Φ(𝜆):

Φ(𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜙(𝑥)𝑒𝜆ℎ(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝜙(𝑥)𝑒𝜆(ℎ(𝑥)−ℎ(𝑥0))𝑒𝜆ℎ(𝑥0)d𝑥 ≈

≈
𝑥0+𝛿∫︁

𝑥0−𝛿

𝜙(𝑥0)𝑒
𝜆ℎ(𝑥0)+

1
2𝜆ℎ

′′(𝑥0)(𝑥−𝑥0)
2−𝜆ℎ(𝑥0) · 𝑒𝜆ℎ(𝑥0)d𝑥 =

= 𝜙(𝑥0)𝑒
𝜆ℎ(𝑥0)

𝑥0+𝛿∫︁
𝑥0−𝛿

𝑒
1
2𝜆ℎ

′′(𝑥0)(𝑥−𝑥0)
2

d𝑥.

Сделаем замену

𝑡 =
√︀

−𝜆ℎ′′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0)2 =
√︀
−𝜆ℎ′′(𝑥0) · (𝑥− 𝑥0), d𝑥 = d𝑡√

−𝜆ℎ′′(𝑥0)
. (3.3.6)

Тогда

Φ(𝜆) =
𝜙(𝑥0)𝑒

𝜆ℎ(𝑥0)√︀
−𝜆ℎ′′(𝑥0)

𝛿
√

−𝜆ℎ′′(𝑥0)∫︁
−𝛿
√

−𝜆ℎ′′(𝑥0)

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡

⏟  ⏞  
𝜆→+∞−−−−→+∞∫︀

−∞
𝑒−

𝑡2
2 d𝑡=

√
2𝜋

→ 𝜙(𝑥0)𝑒
𝜆ℎ(𝑥0)

√︃
2𝜋

−𝜆ℎ′′(𝑥0)
. (3.3.7)

Теперь рассмотрим наш случай: 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑆(𝑧) = 𝑢(𝑥,𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥,𝑦). Здесь
𝑆 полагается аналитической функцией. Тогда можно записать условие Коши-
Римана:
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑣

𝜕𝑥
или

{︃
𝜕2𝑢/𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢/𝜕𝑦2 = 0;

𝜕2𝑣/𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑣/𝜕𝑦2 = 0.
(3.3.8)

Поскольку 𝑆 ′′(𝑧0) по условию ̸= 0, то тогда если 𝜕2𝑢/𝜕𝑥2 > 0, будет 𝜕2𝑢/𝜕𝑦2 < 0.
То же самое для функции 𝑣. Получается, в окрестности 𝑧0 нет ни максимума, ни
экстремума; есть только точка перегиба. Поэтому эта точка называется «сед-
ловой точкой». Функции 𝑢 и 𝑣 имеют вид гиперболического парабалоида.

Для доказательства сперва надо отметить, что по теореме Коши интеграл
от аналитической функции не зависит от пути интегрирования, а определяет-
ся только начальной 𝑧1 и конечной 𝑧2 точками кривой 𝐶, которую выбираем
удобным образом: пусть Re(𝑆) убывает наиболее быстро, а Im(𝑆) = const.

Введём обозначения

⎧⎨⎩𝑆 ′′(𝑧0) = 𝑟𝑒𝑖𝜃;

𝑧 − 𝑧0 = 𝜌𝑒𝑖𝜙.
(3.3.9)

В окрестности 𝑧0 будет 𝑆(𝑧) ≈ 𝑆(𝑧0) + 𝑆 ′′(𝑧0)
(𝑧 − 𝑧0)

2

2
= 𝑆(𝑧0) + 𝑟𝜌2𝑒𝑖(𝜃+2𝜙).

(3.3.10)

Получаем

⎧⎨⎩𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑢(𝑥0,𝑦0) + 𝑟𝜌2 cos(𝜃 + 2𝜙);

𝑣(𝑥,𝑦) = 𝑣(𝑥0,𝑦0) + 𝑟𝜌2 sin(𝜃 + 2𝜙).
(3.3.11)

Отсюда видно, что линия наибыстрейшего спада Re(𝑆) определяется
cos(𝜃 + 2𝜙) = −1, 𝜙1 =

𝜋−𝜃
2 . Этому условию удовлетворяют также углы

𝜙𝑚 = 𝜙1 + 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Заодно получается, что sin(𝜃 + 𝜙𝑚) = 0, следовательно,
𝑣(𝑥,𝑦) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0)=const, что гарантирует отсутствие осцилляций.

Проделывая рассуждения для 𝐹 (𝜆), аналогичные описанным ранее для
Φ(𝜆), получаем:

𝐹 (𝜆)
𝜆→+∞−−−−→
𝜆∈R

𝑓(𝑧0)

√︃
2𝜋

𝜆|𝑆 ′′(𝑧0)|
· 𝑒𝜆𝑆(𝑧0)𝑒𝑖𝜙𝑚, (3.3.12)

где

𝜙𝑚 =
𝜋 − 𝜃

2
+ 𝜋𝑚, 𝜃 = 𝑎𝑟𝑔(𝑆 ′′(𝑧0)) (3.3.13)
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3.4 ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА

Обратное преобразование Лапласа от 𝑄(𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 , 𝑘) к плотности одноча-
стичных состояний 𝜔(𝐸,𝑍,𝑁,𝑀) выглядит следующим образом:

𝜔(𝐸,𝑍,𝑁,𝑀) =
1

(2𝜋𝑖)4

∫︁
𝑄(𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 , 𝑘) · 𝑒𝛽𝐸−𝛼𝑧𝑍−𝛼𝑁𝑁−𝑘𝑀𝑑𝛽𝑑𝛼𝑍𝑑𝛼𝑁𝑑𝑘.

(3.4.1)
Этот интеграл в основном набирается в окрестности седловой точки, в окрест-
ности пика функции

𝑆 = 𝛽𝐸 − 𝛼𝑧𝑍 − 𝛼𝑁𝑁 − 𝑘𝑀 + ln𝑄. (3.4.2)

В окрестности седловой точки первые производные по параметрам равны нулю.
Следовательно, в некоторой окрестности этой точки (𝛽0, 𝛼𝑍0, 𝛼𝑁0, 𝑘0) 𝑆 опреде-
ляется приближённым равенством

𝑆(𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 , 𝑘) ≈ 𝑆0 +
1
2
𝜕2𝑆
𝜕𝛽2

⃒⃒⃒⃒
𝛽0

(𝛽 − 𝛽0)
2 + ...+ 𝜕2𝑆

𝜕𝛽𝜕𝛼𝑍

⃒⃒⃒⃒
𝛽0,𝛼𝑧0

(𝛽 − 𝛽0)(𝛼𝑍 − 𝛼𝑍0) + ... =

= 𝑆0 +
1
2
𝜕2 ln𝑄
𝜕𝛽2

⃒⃒⃒⃒
𝛽0

(𝛽 − 𝛽0)
2 + ...+ 𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽𝜕𝛼𝑍

⃒⃒⃒⃒
𝛽0,𝛼𝑧0

(𝛽 − 𝛽0)(𝛼𝑍 − 𝛼𝑍0) + ...

(3.4.3)
Поскольку мы интегрируем в обратном преобразовании Лапласа вдоль мнимой
оси, удобно ввести следующие переменные:

𝛽 = 𝛽0 + 𝑖𝑥1, 𝛼𝑍 = 𝛼𝑍0 + 𝑖𝑥2, 𝛼𝑁 = 𝛼𝑁0 + 𝑖𝑥3, 𝑘 = 𝑘0 + 𝑖𝑥4. (3.4.4)

Тогда можно преобразовать (3.4.1) как

𝜔 =
1

(2𝜋)4

∫︁
𝑒
𝑆0− 1

2
𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽2
𝑥2
1−...− 𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽𝜕𝛼𝑍
𝑥1𝑥2−...

𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4. (3.4.5)

Интеграл (3.4.5) можно записать в общем виде:
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+∞∫︁
−∞

...

+∞∫︁
−∞

𝑒−
1
2

∑︀
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑛 = (2𝜋)𝑛/2𝐷−1/2, (3.4.6)

где 𝐷 = det(𝑎𝑖𝑗). Докажем это соотношение. Для начала заметим, что матрица
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) = (𝑎𝑗𝑖) является симметричной, поскольку порядок дифференци-
рования ln(𝑄) по переменным 𝛽, 𝛼𝑍 , 𝛼𝑁 и 𝑘 не важен, так как 𝑄 является
непрерывной и гладкой функцией.

Для симметричных матриц существует ортогональное преобразование

𝐵𝑇𝐴𝐵 = Λ = diag(𝜆1, ..., 𝜆𝑛), 𝐵𝑇𝐵 = 𝐼, det(𝐴) = det(Λ) = 𝜆1 · ... · 𝜆𝑛 ≡ 𝐷,

(3.4.7)
где 𝐵 — ортогональная матрица, Λ — диагональная матрица с собственными
значениями 𝜆1, ..., 𝜆𝑛. Чтобы применить это к нашему случаю, сделаем замену
переменных x = 𝐵 · y, где x = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), y = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛):∑︁

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = x𝑇𝐴x = y𝑇𝐵𝑇𝐴𝐵y = y𝑇Λy =
∑︁

𝜆𝑖𝑦
2
𝑖 , (3.4.8)

∫︁
𝑒
− 1

2

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦
2
𝑖
𝑑𝑦1...𝑑𝑦𝑛 =

𝑛∏︁
𝑖=1

+∞∫︁
−∞

𝑒−
1
2𝜆𝑖𝑦

2
𝑖 𝑑𝑦𝑖

⏟  ⏞  √︁
2𝜋
𝜆𝑖

= (2𝜋)𝑛/2
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜆
−1/2
𝑖 =

= (2𝜋)𝑛/2

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜆𝑖

)︃−1/2

= (2𝜋)𝑛/2𝐷−1/2. (3.4.9)

Тогда остаётся только вычислить определитель вторых производных и 𝑒𝑆0:

𝜔 =
1

(2𝜋)4
· 𝑒𝑆0 · (2𝜋)4/2 ·𝐷−1/2. (3.4.10)

Напомним, что ln𝑄 =
𝑔𝑍𝛼

2
𝑍

2𝛽 +
𝑔𝑁𝛼2

𝑁

2𝛽 + 𝑎
𝛽 + 𝑘2·𝑔·𝑚2

2𝛽 . Опустим знак среднего в плот-
ностях. Вычислим вторые производные для определителя 𝐷.
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𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽2
=
𝑔𝑍𝛼

2
𝑍

𝛽3
+
𝑔𝑁𝛼

2
𝑁

𝛽3
+
𝑘2𝑔𝑚2

𝛽3
+

2𝑎

𝛽3
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛼2
𝑍

=
𝑔𝑍
𝛽
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛼2
𝑁

=
𝑔𝑁
𝛽
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝑘2
=
𝑔 ·𝑚2

𝛽
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽𝜕𝛼𝑍
= −𝑔𝑍𝛼𝑍

𝛽2
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽𝜕𝛼𝑁
= −𝑔𝑁𝛼𝑁

𝛽2
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛽𝜕𝑘
= −𝑘𝑔𝑚

2

𝛽2
;

𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛼𝑍𝜕𝛼𝑁
=
𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛼𝑍𝜕𝑘
=
𝜕2 ln𝑄

𝜕𝛼𝑁𝜕𝑘
= 0.

(3.4.11)

Определитель равен 𝐷 = 2𝑔𝑔𝑍𝑔𝑁𝑎𝑚2/𝛽6. Теперь осталось найти 𝑒𝑆0. Для этого
нужно преобразовать полученные ранее выражения к хорошему виду. Далее
нулевой индекс опускается.

Выразим 𝐸 через 𝑆 с помощью (3.4.2). В окрестности седловой точки
𝜕𝑆
𝜕𝛽 = 0. Тогда

𝜕𝑆

𝜕𝛽
= 𝐸+

𝜕 ln𝑄

𝜕𝛽
= 0 =⇒ 𝐸 = −𝜕 ln𝑄

𝜕𝛽
=
𝑔𝑍𝛼

2
𝑍

2𝛽2
+
𝑔𝑁𝛼

2
𝑁

2𝛽2
+
𝑎

𝛽2
+
𝑘2𝑔 ·𝑚2

2𝛽2
. (3.4.12)

Аналогичным образом находим:

𝑍 =
𝜕 ln𝑄

𝜕𝛼𝑍
= 𝑔𝑍

𝛼𝑍

𝛽
;

𝑁 =
𝜕 ln𝑄

𝜕𝛼𝑁
= 𝑔𝑁

𝛼𝑁

𝛽
;

𝑀 =
𝜕 ln𝑄

𝜕𝑘
=
𝑘𝑔𝑚2

𝛽
=⇒ 𝑘 =

𝑀𝛽

𝑔 ·𝑚2
.

(3.4.13)

Используем соотношения для основного состояния, приняв во внимание, что
𝑔(𝐸 > 𝐸𝐹 ) = 0:

𝑍 =

∫︁
𝑔𝑍𝑑𝐸𝑍 = 𝑔𝑍𝐸𝑍𝐹 ;

𝑁 =

∫︁
𝑔𝑁𝑑𝐸𝑁 = 𝑔𝑁𝐸𝑁𝐹 ;

𝐸0 =

∫︁
𝑔𝑍𝐸𝑍𝑑𝐸𝑍 +

∫︁
𝑔𝑁𝐸𝑁𝑑𝐸𝑁 =

𝑔𝑍𝐸𝑍
2
𝐹

2
+
𝑔𝑁𝐸𝑁

2
𝐹

2
.

(3.4.14)
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Тогда из уравнений (3.4.12), (3.4.13) и (3.4.14) находим:

𝛼𝑍 =
𝑍𝛽

𝑔𝑍
=
𝑔𝑍𝐸𝑍𝐹𝛽

𝑔𝑍
= 𝛽𝐸𝑍𝐹 , 𝛼𝑁 = 𝛽𝐸𝑁𝐹 ; (3.4.15)

𝑈 = 𝐸 − 𝐸0 =
𝑔𝑍𝛼

2
𝑍

2𝛽2
+
𝑔𝑁𝛼

2
𝑁

2𝛽2
+

𝑎

𝛽2
+
𝑘2𝑔 ·𝑚2

2𝛽2
− 𝑔𝑍𝐸𝑍

2
𝐹

2
− 𝑔𝑁𝐸𝑁

2
𝐹

2
=

=
𝑎

𝛽2
+ 𝑘2 · 𝑔 ·𝑚

2

2𝛽2
=

𝑎

𝛽2
+

(︂
𝑀𝛽

𝑔 ·𝑚2

)︂2

· 𝑔 ·𝑚
2

2𝛽2
=

𝑎

𝛽2
+

𝑀 2

2𝑔𝑚2
;

(3.4.16)

𝑎

𝛽2
= 𝑈 − 𝑀 2

2𝑔𝑚2
; (3.4.17)

𝐷 = 2𝑔𝑔𝑍𝑔𝑁𝑎𝑚2/𝛽6 𝑔𝑍≈𝑔𝑁≈𝑔/2−−−−−−→ 𝑔3𝑎𝑚2

2𝛽6 = 𝑔𝑚2·(6/𝜋2)2𝑎3

2𝛽6 = 𝑔𝑚2

2

(︀
6
𝜋2

)︀2 (︁
𝑈 − 𝑀2

2𝑔𝑚2

)︁3
;

(3.4.18)

𝑆 = 𝛽𝐸 − 𝛼𝑍𝑍 − 𝛼𝑁 − 𝑘𝑀 + ln𝑄 = ... =
2𝑎

𝛽
= 2

√︃
𝑎

(︂
𝑈 − 𝑀 2

2𝑔𝑚2

)︂
. (3.4.19)

Тогда, подставляя 𝑆 и 𝐷 в (3.4.10), получим:

𝜔 =
1

(2𝜋)2
𝐷−1/2𝑒𝑆 =

1

(2𝜋)2

√︃
2

𝑔𝑚2

𝜋2

6

(︂
𝑈 − 𝑀 2

2𝑔𝑚2

)︂−3/2

𝑒
2

√︃
𝑎

(︂
𝑈− 𝑀2

2𝑔𝑚2

)︂
. (3.4.20)

Окончательно находим плотность многочастичных состояний в модели незави-
симых частиц:

𝜔(𝑈,𝑀) =
𝑑𝑁(𝑈,𝑀)

𝑑𝑈
=

1

12
√︀

2𝑔⟨𝑚2⟩
𝑒
2

√︂
𝑎
(︁
𝑈− 𝑀2

2𝑔⟨𝑚2⟩

)︁
(︁
𝑈 − 𝑀2

2𝑔⟨𝑚2⟩

)︁3/2 , (3.4.21)

Здесь используются параметры 𝑔, ⟨𝑚2⟩ и 𝑎:
• 𝑔 — сумма плотностей одночастичных состояний 𝑔𝑍 + 𝑔𝑁 вблизи энергии

Ферми.
• ⟨𝑚2⟩ = 1

𝑔(𝑚
2
𝑍𝑔𝑍 +𝑚2

𝑁𝑔𝑁) — средний квадрат проекции углового момента
нуклона на ось 𝑧 в состояних вблизи энергии Ферми.

• 𝑎 = 𝜋2

6 𝑔 — параметр плотности уровней.
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В сферически симметричном потенциале

⟨𝑙2𝑥⟩ = ⟨𝑙2𝑦⟩ = ⟨𝑙2𝑧⟩, ⟨𝑙2𝑥⟩+ ⟨𝑙2𝑦⟩ + ⟨𝑙2𝑧⟩ = ⟨𝑙2⟩. (3.4.22)

Следовательно, если ⟨𝑙2𝑖 ⟩ = ⟨𝑚2⟩, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, то ⟨𝑚2⟩ = 1
3⟨𝑙2⟩. В первом при-

ближении воспользуемся классическими соображениями и скажем, что ядро —
твёрдое тело, момент инерции которого 𝐽 = 𝑚2ℏ2𝑔. Для сферически симмет-
ричного ядра 𝐽 = 2

5𝑚𝑅
2. Тогда

1

2𝑔⟨𝑚2⟩ =
ℏ2

2𝐽
=

ℏ2
4
5𝑚𝑅

2
=

ℏ2𝑐2
4
5𝑚𝑐

2𝑅2
, 𝑅 = 𝑟0 · 𝐴1/3. (3.4.23)

3.5 ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

В ходе получения формулы (3.4.21) было сделано довольно много допу-
щений. Далее рассказывается про использованные приближения при выводе
формулы.

• Замена функции 𝑔 на среднее значение.
При вычислении интегралов (3.1.12) плотность одночастичных состояний
𝑔 была вынесена из-под интеграла как среднее 𝑔 — плотность вблизи энер-
гии Ферми.

• Низкотемпературное приближение.
В преобразовании Лапласа в показателе экспоненты находится −𝛽𝐸𝑖, 1/𝛽 =

𝑇 имеет смысл температуры. Было использовано низкотемпературное при-
ближение 𝛼 + 𝑘𝑚+ ≫ 1:

𝛼𝑍 + 𝑘𝑚+
𝑍 = 𝛽𝐸𝑍𝐹 +

𝑀𝛽

𝑔 ·𝑚2
≫ 1. (3.5.1)

Это приближение применялось для вычисления интегралов (3.1.12): инте-
грирование проводилось не до 𝛼+𝑘𝑚+

𝛽 , а до ∞, и использовался табличный
интеграл.

• Использование метода перевала.
Интеграл набирается в окрестности пика функции 𝑆 (3.4.2), то есть около
седловой точки. Там выполняется разложение в ряд до слагаемых второго
порядка (3.4.3). Мы пренебрегаем слагаемыми более высокого порядка.
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• Равенство плотностей одночастичных состояний для протонов и нейтро-
нов.
При вычислении определителя 𝐷 в формуле (3.4.18) было сделано при-
ближение для плотностей одночастичных состояний 𝑔𝑍 = 𝑔𝑁 = 𝑔/2.

3.6 ПЛОТНОСТЬ СОСТОЯНИЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

ЭНЕРГИИ

Для получения 𝜔(𝑈) — плотности многочастичных состояний, зависящей
только от энергии 𝑈 , нужно проинтегрировать выражение (3.4.21) по проекции
угловго момента 𝑀 . Воспользуемся приближением малых угловых моментов:
𝑀2

2𝐽 ≪ 𝑈 . Разложение показателя экспоненты имеет вид:

2

√︃
𝑎

(︂
𝑈 − 𝑀 2

2𝑔⟨𝑚2⟩

)︂
= 2

√
𝑎𝑈

√︃
1− 𝑀 2

2𝑔⟨𝑚2⟩𝑈 ≈

≈ 2
√
𝑎𝑈

(︂
1− 𝑀 2

2 · 2𝑔⟨𝑚2⟩𝑈

)︂
= 2

√
𝑎𝑈 − 𝑀 2

2𝜎2
, (3.6.1)

где 𝜎2 = ⟨𝑚2⟩𝑔
√︁

𝑈
𝑎 = ⟨𝑚2⟩𝑔𝑡 — параметр спиновой зависимости, а 𝑡 =

√︁
𝑈
𝑎 —

температура ядра. Зависимостью знаменятеля выражения (3.4.21) от 𝑀 прене-
брегаем:

12
√︀
2𝑔⟨𝑚2⟩

(︂
𝑈 − 𝑀 2ℏ2

2𝐽

)︂3/2

≈ 12

√︃
2
𝜎2√
𝑈

√
𝑎 · 𝑈 3/2 = 12

√
2𝜎𝑈 5/4𝑎1/4. (3.6.2)

Искомая плотность многочастичных состояний вычисляется следующим обра-
зом:

𝜔(𝑈) =
∑︁
𝑀

𝜔(𝑈,𝑀) ≈
+∞∫︁

−∞

𝜔(𝑈,𝑀)𝑑𝑀 =

+∞∫︁
−∞

𝑒2
√
𝑎𝑈 · 𝑒−𝑀2

2𝜎2

12
√
2𝜎𝑎1/4𝑈 5/4

𝑑𝑀. (3.6.3)

Результат имеет вид:
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𝜔(𝑈) =

√
𝜋

12
· 𝑒2

√
𝑎𝑈

𝑎1/4𝑈 5/4
. (3.6.4)

3.7 ПЛОТНОСТЬ УРОВНЕЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

ЭНЕРГИИ И СПИНА

В модели независимых частиц плотность уровней ядра со спином 𝐼 и энер-
гией возбуждения 𝑈 определяется формулой

𝜌(𝑈, 𝐼) = 𝜔(𝑈,𝑀 = 𝐼)− 𝜔(𝑈,𝑀 = 𝐼 + 1) ≈ − 𝜕𝜔

𝜕𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝑀=𝐼+1/2

. (3.7.1)

Дифференцируя выражение (3.4.21) и сохраняя лишь то слагаемое, которое

доминирует при условии
√︁
𝑎
(︀
𝑈 − 𝑀2ℏ2

2𝐽

)︀
≫ 1, получаем:

𝜌(𝑈, 𝐼) =
𝑑𝑁(𝑈,𝐼)

𝑑𝑈
=

2𝐼 + 1

12

√
𝑎

(︂
ℏ2

2𝐽

)︂ 3
2

· 𝑒
2

√︂
𝑎
(︁
𝑈− 𝐼(𝐼+1)ℏ2

2𝐽

)︁
(︁
𝑈 − 𝐼(𝐼+1)ℏ2

2𝐽

)︁2 . (3.7.2)

Здесь также принято, что 𝑀 2 = 𝐼(𝐼 + 1).

3.8 ПЛОТНОСТЬ УРОВНЕЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

ЭНЕРГИИ

Получим 𝜌(𝑈) из 𝜌(𝑈,𝐼) (3.7.2). Разложим показатель экспоненты:

2

√︃
𝑎

(︂
𝑈 − 𝐼(𝐼 + 1)ℏ2

2𝐽

)︂
≈ 2

√
𝑎𝑈 − 𝐼(𝐼 + 1)

2𝜎2
. (3.8.1)

Здесь введены обозначения

𝜎2 =
𝐽

ℏ2

√︂
𝑈

𝑎
, 𝜎 =

√︂
𝐽

ℏ2

(︂
𝑈

𝑎

)︂1/4

. (3.8.2)
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В знаменателе пренебрежём зависимостью от 𝐼:

(︂
2𝐽

ℏ2

)︂3/2(︂
𝑈 − 𝐼(𝐼 + 1)ℏ2

2𝐽

)︂2

≈ 23/2
(︂
𝜎2
√︂
𝑎

𝑈

)︂3/2

· 𝑈 2 = 2
√
2𝜎3𝑎3/4𝑈 5/4. (3.8.3)

𝜌(𝑈) =

∞∫︁
0

𝜌(𝑈,𝐼)𝑑𝐼 =

∞∫︁
0

2𝐼

12

√
𝑎

𝑒2
√
𝑎𝑈− 𝐼(𝐼+1)

2𝜎2

2
√
2𝜎3𝑎3/4𝑈 5/4

𝑑𝐼 =

=
𝑒2

√
𝑎𝑈

12
√
2𝑎1/4𝑈 5/4𝜎3

∞∫︁
0

𝐼 · 𝑒− 𝐼(𝐼+1)

2𝜎2 𝑑𝐼. (3.8.4)

Cделаем приближение 𝐼(𝐼 + 1) ≈ 𝐼2:

∞∫︁
0

𝐼 · 𝑒− 𝐼2

2𝜎2 𝑑𝐼 = 𝜎2. (3.8.5)

Подставляя (3.8.5) в (3.8.4), получаем

𝜌(𝑈) =
𝑒2

√
𝑎𝑈

12
√
2𝑎1/4𝑈 5/4𝜎

, (3.8.6)

что можно переписать в виде

𝜌(𝑈) =

√︂
ℏ2
2𝐽

· 𝑒
2
√
𝑎𝑈

12𝑈 3/2
. (3.8.7)
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4 КОМБИНАТОРНЫЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ
ПЛОТНОСТИ СОСТОЯНИЙ И УРОВНЕЙ

Многочастичные состояния атомных ядер складываются из одночастич-
ных состояний, характеризуемых энергией и определёнными квантовыми чис-
лами. Нуклоны могут занимать или не занимать эти состояния. Условимся, что
наличие частицы обозначается «1», отсутствие — «0». Тогда многочастичное со-
стояние может быть задано как последовательность нулей и единиц. Основное
состояние ядра задаётся числами заполнения {1,1, ..., 1, 0, 0,...}. Число нукло-
нов, их полная энергия и полная проекция углового момента на ось 𝑧 вычисля-
ются по формулам, аналогичным (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).

4.1 АЛГОРИТМ ПЕРЕБОРА МНОГОЧАСТИЧНЫХ

СОСТОЯНИЙ ДЛЯ ПОДСИСТЕМЫ НЕЙТРОНОВ

ИЛИ ПРОТОНОВ

Перебирая все возможные комбинации чисел заполнения, можно пере-
брать все возможные многочастичные состояния и, следовательно, найти их
плотность. Этот метод называется комбинаторным. В этом разделе описывает-
ся алгоритм, применимый к любому одночастичному спектру. Для всех моделей
результаты комбинаторынх расчётов сравниваются с расчётами, выполненными
по аналитическим формулам в модели независимых частиц.

Пусть имеется 𝑁 частиц (протонов или нейтронов). Алгоритм работы
следующий: сначала перемещаем частицу из 𝑁 -го одночастичного состояния
в (𝑁 +1). Затем (𝑁 − 1) → 𝑁 , на следующем шаге (𝑁 − 2) → (𝑁 − 1) и т.д. до
тех пор, пока не дойдём до конца и частицы не кончатся. Получаем многоча-
стичное состояние {0, ..., 1, 1⏟ ⏞ 

𝑁+1

, 0, ...}. Затем сдвигаем всю систему в исходное

положение, кроме самой последней частицы — мы перемещаем её из (𝑁 + 1)
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в (𝑁 + 2), а с отстатком проводим ту же самую операцию до тех пор, пока не
окажемся в состоянии {0, 1, ..., 1⏟ ⏞ 

𝑁

, 0, 1, 0, ...}. Потом сдвигаем остаток систе-

мы влево кроме 𝑁 -й частицы, которая идёт в (𝑁 + 1) состояние, и получается
{1, 1, ..., 0, 0⏟ ⏞ 

𝑁

, 1, 1, 0, ...}.
Основное состояние⏞  ⏟  

{1, 1, ..., 1, 1, 1, 0, 0, 0,...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 1, 0, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 0, 1, 1, 0, 0, ...}
{1, 1, ..., 0, 1, 1, 1, 0, 0, ...}

...

{1, 0, ..., 1, 1, 1, 1, 0, 0, ...}
{0, 1, ..., 1, 1, 1, 1, 0, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 0, 1, 0, ...}

...

{0, 1, ..., 1, 1, 1, 0, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 0, 0, 1, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 0, 1, 0, 1, 1, 0, ...}

...

{1, 0, ..., 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...}
{0, 1, ..., 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 0, 0, 1, 1, 1, 0, ...}

...

{0, 0, ..., 1, 1, 1, 1, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 0, 0, 1, ...}

...

{1, 1, ..., 1, 0, 0, 0, 1, 1, ...}
...

Рисунок 4.1 — Алго-
ритм перебора много-
частичных состояний
без ограничений на
энергию

Продолжая действовать подобным образом,
можно построить иттерационный алгоритм, который
перебирает абсолютно все многочастичные состояния,
которых оказывается ровно 𝐶𝑘

𝑛, 𝑛 — общее количество
свободных и занятых ячеек, 𝑘 - количество занятых
частицами ячеек. Это схематично изображено на ри-
сунке 4.1.

Остаётся учесть ограничения на энергии. По-
скольку одночастичные состояния выстроены в по-
рядке возрастания энергии, то чем правее находится
частица, тем большее её энергия. На основании это-
го можно на много порядков сократить время расчё-
та. Для более подробного объяснения нужно смотреть
код программы в приложении.

Отметим, что в программе удобно перейти к
целым числам, то есть использовать 2𝐽𝑧 вместо 𝐽𝑧.
Пусть в результате работы алгоритма мы получи-
ли 𝜔𝑛 и 𝜔𝑝 — количество многочастичных состояний
для нейтронной и протонной подсистем соответствен-
но для энергии возбуждения в интервале [𝑈 ;𝑈+∆𝑈),
удвоенной проекции углового момента на ось 𝑧 и чёт-
ности. Далее надо получить все интересующие нас
распределения.
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4.2 ПОЛУЧЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ

СОСТОЯНИЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ЭНЕРГИИ

ВОЗБУЖДЕНИЯ

Для получения 𝜔(𝑈) = Δ𝑁
Δ𝑈 в интервале [𝑈,𝑈+∆𝑈) нужно из 𝜔𝑛(𝑈𝑛,2𝐽𝑛𝑧,𝑃𝑛)

для нейтронов и 𝜔𝑝(𝑈𝑝,2𝐽𝑝𝑧,𝑃𝑝) для протонов извлечь 𝜔𝑛(𝑈𝑛) и 𝜔𝑛(𝑈𝑝) соответ-
ственно, то есть просуммировать по всем 2𝐽𝑛𝑧 и 2𝐽𝑝𝑧, а также по чётностям.
Затем — при определённой энергии возбуждения 𝑈 перебрать все возможные
случаи, когда эта энергия идёт в разных пропорциях в протонную и нейтронную
подсистемы, то есть

𝜔(𝑈) =
𝑈∑︁
𝑖=0

𝜔𝑛(𝑖)𝜔𝑝(𝑈 − 𝑖) (4.2.1)

с шагом ∆𝑈 = 1 МэВ. Энергия возбуждения 𝑈 полагается целым числом (в
МэВ). Иначе, например, в случае трёхмерного осциллятора, нужно вводить ха-
рактерную энергию и переходить в безразмерные единицы. Таким образом, по-
лучаем:

𝜔(𝑈) =
𝑈∑︁
𝑖=0

𝜔𝑛(𝑖)𝜔𝑝(𝑈 − 𝑖) =
𝑈∑︁
𝑖=0

⎡⎣∑︁
𝑃𝑛

∑︁
2𝐽𝑛𝑧

𝜔𝑛(𝑖,2𝐽𝑛𝑧,𝑃𝑛)

⎤⎦ ·

·

⎡⎣∑︁
𝑃𝑝

∑︁
2𝐽𝑝𝑧

𝜔𝑝(𝑈 − 𝑖,2𝐽𝑝𝑧,𝑃𝑝)

⎤⎦ . (4.2.2)

4.3 ПОЛУЧЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ

МНОГОЧАСТИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ В

ЗАВИСИМОСТИ ОТ ПРОЕКЦИИ УГЛОВОГО

МОМЕНТА

Сейчас мы хотим получить 𝜔(𝑈,2𝐽𝑧,𝑃 ) и построить распределение по
2𝐽𝑧, но нужно проделать ряд нетривиальных манипуляций с 𝜔𝑛(𝑈𝑛,2𝐽𝑛𝑧,𝑃𝑛) и
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𝜔𝑝(𝑈𝑝,2𝐽𝑝𝑧,𝑃𝑝).
Предположим, мы хотим получить количество состояний с проекцией

𝐽𝑧 = 0 с некоторой чётностью P. Границы распределения по 2𝐽𝑛𝑧 и 2𝐽𝑝𝑧 бы-
ли выбраны с запасом от -50 до 50 включительно. Тогда надо взять сумму
элементов из протонного и нейтронного массива так, чтобы в каждом слагае-
мом выполнялось условие 𝐽𝑛𝑧 + 𝐽𝑝𝑧 = 𝐽𝑧 = 0. То есть берём 𝜔𝑛(𝑢𝑛, − 50,𝑃𝑛) и
умножаем на 𝜔𝑝(𝑢𝑝,50,𝑃𝑝), затем 𝜔𝑛(𝑢𝑛, − 49,𝑃𝑛) · 𝜔𝑝(𝑢𝑝,49,𝑃𝑝) и так далее до
𝜔𝑛(𝑢𝑛,50,𝑃𝑛) ·𝜔𝑝(𝑢𝑝,−50,𝑃𝑝). Теперь нужно учесть, что в протонную и нейтрон-
ную подсистему может пойти разное количество энергии, лишь бы выполня-
лось равенство 𝑈𝑛 + 𝑈𝑝 = 𝑈 . Также надо учесть, что произведение чётной (Ч)
и нечётной (Н) подсистем даёт (Н), также как и (Н)×(Ч). Для (Ч) также два
варианта: (Ч)×(Ч) и (Н)×(Н). Тогда получим

𝜔(𝑈,0,𝑃 ) =
𝑢∑︁

𝑖=0

50∑︁
𝑘=−50

[︂
𝜔𝑛(𝑖,𝑘,𝑃𝑛) · 𝜔𝑝(𝑈 − 𝑖,− 𝑘,𝑃𝑝)+

+ 𝜔𝑛(𝑖,𝑘,− 𝑃𝑛) · 𝜔𝑝(𝑈 − 𝑖,− 𝑘,− 𝑃𝑝)

]︂
. (4.3.1)

Здесь 𝑃 = 𝑃𝑛 ·𝑃𝑝 = (−𝑃𝑛)·(−𝑃𝑝). Чтобы теперь получить значения для 2𝐽𝑧 ̸= 0,
нужно сделать некоторую «сдвижку», поскольку мы не сможем получить 2𝐽𝑧 =

1, складывая 2𝐽𝑛𝑧 = −50 с 2𝐽𝑝𝑧 = 51, так как пределы установлены равными с
обоих сторон (𝐽𝑚𝑎𝑥

𝑍 = 50). Нужно складывать, начиная с 2𝐽𝑛𝑧 = −49, 2𝐽𝑝𝑧 = 50

и заканчивая 2𝐽𝑛𝑧 = 50, 2𝐽𝑝𝑧 = −49.
В массивах 𝜔𝑛(𝑈𝑛,2𝐽𝑛𝑧,𝑃𝑛) и 𝜔𝑝(𝑈𝑝,2𝐽𝑝𝑧,𝑃𝑝) половина значений нулевые

(если, например, 𝑁𝑝 нечётно, то 2𝐽𝑝𝑧 будет нечётно). Тогда можно оптимизиро-
вать алгоритм и перемножать только ненулевые элементы. Если в подсистеме
нечётное количество нуклонов, то нули для удвоенной проекции углового мо-
мента будут стоят при чётных 2𝐽𝑝𝑧 или 2𝐽𝑛𝑧, если чётное — то при нечётных.

Ожидается некоторое распределение, напоминающее кривую Гаусса. Тео-
ретически оно описывается формулой (3.4.21) при фиксированной энергии и
имеет максимум в нуле и фиксированные границы распределения, т.к. слагае-
мое 𝑀2

2𝑔⟨𝑚2⟩ не может быть больше 𝑈 .
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4.4 ПОЛУЧЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ

УРОВНЕЙ

Чтобы получить плотность уровней 𝜌(𝑈, 2𝐽, 𝑃 ) из плотности состояний
𝜔(𝑈, 2𝐽, 𝑃 ), нужно взять только те состояния, у которых проекция углового
момента равна 𝐽 . Тогда можно записать:

𝜌(𝑈,2𝐽,𝑃 ) = 𝜔(𝑈, 2𝐽𝑧, 𝑃 )− 𝜔(𝑈, 2𝐽𝑧 + 2, 𝑃 ), 2𝐽 = 2𝐽𝑧 ⩾ 0. (4.4.1)

𝜌(𝑈,𝐼,𝑃 ) = 𝜔(𝑈,𝑀,𝑃 )− 𝜔(𝑈,𝑀 + 1, 𝑃 ), 2𝐽 = 2𝐽𝑧 ⩾ 0. (4.4.2)

Также можно получить зависимость от энергии возбуждения:

𝜌(𝑈) =
∑︁
2𝐽

∑︁
𝑃

𝜌(𝑈,2𝐽,𝑃 ). (4.4.3)
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5 МОДЕЛЬ МОДИФИЦИРОВАННОГО
ОСЦИЛЛЯТОРА

В этом разделе рассматриваются одночастичные состояния в модифици-
рованном трёхмерном осцилляторе (значения энергий взяты из статьи Нильсо-
на [39]). На рисунке 5.1 представлены одночастичные состояния в зависимости
от энергии и параметра деформации, который у нас полагается равным нулю.

Рисунок 5.1 — Схема Нильссона для 𝑁,𝑍 < 50
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Из этой диаграммы взяты энергии и квантовые числа. Так, на уровне
1P3/2 расположены 4 одночастичных состояния, выстроенных в порядке убы-
вания проекции углового момента. Посмотрим на некоторые результаты для
данной модели одночастичных состояний.

5.1 ПЛОТНОСТЬ СОСТОЯНИЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

ЭНЕРГИИ ВОЗБУЖДЕНИЯ

Рассмотрим, к примеру, ядро 40K (Z = 19, N = 21) с энергией возбуж-
дения 𝑈max до 20 МэВ. На рисунке 5.2 изображены синие точки, посчитаные
методом (4.2.2), а также чёрная линия, которая отвечает аналитической фор-
муле (3.6.4) с параметром плотности уровней 𝑎 = 5.34 МэВ−1, взятом из [38].
Характерная энергия ℏ𝜔 была приблизительно вычислена как 40𝐴−1/3 МэВ.
Шаг по энергии был выбран ∆𝑈 = 1

10 · ℏ𝜔 = 11.696 МэВ
10 = 1.1696 МэВ. Точка

ставится посередине интервала. Максимальная безразмерная энергия 𝑢max =

⌊𝑈max/∆𝑈⌋ = ⌊17.09⌋ = 17. Таким образом, будет получено 18 точек, считая от
нуля.

Рисунок 5.2 — Зависимость плотности многочастичных состояний от энергии
возбуждения для ядра 40K

Видно, что при малых энергиях (до 10 МэВ) довольно сильно сказыва-
ются дискретные уровни. Вторая точка не отображена, поскольку количество
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состояний равно 0, что не отображается в логарифмическом масштабе. При
больших энергиях наблюдается согласие смоделированных данных в модели
трёхмерного осциллятора и аналитической формулы.

5.2 ПЛОТНОСТЬ СОСТОЯНИЙ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

ПРОЕКЦИИ УГЛОВОГО МОМЕНТА

На рисунке 5.3 изображены точки, отвечающие количеству многочастич-
ных состояний в диапазоне энергии возбуждения [11.7, 12.9) МэВ в зависимости
от проекции углового момента 𝐽𝑧. Красные точки соответствуют состояниям с
положительной чётностью, синие — с отрицательной. Видно, что есть многоча-

Рисунок 5.3 — Зависимость плотности многочастичных состояний, находящихся
в диапазоне энергий [11.7, 12.9) МэВ, от проекции углового момента на ось 𝑧

стичные состояния только при целых 𝐽𝑧, поскольку массовое число 𝐴 чётное
для 40K. Также распределение симметрично относительно 𝐽𝑧. Это означает, что
выполняется закон сохранения углового момента.

Аналогичная зависимость изображена на рисунке 5.4, но при энергии 𝑈 =

0. В основном состоянии ядро 40K нечётно, т.к. 21-й нейтрон находится на 1f7/2,
P = -1, 19-й протон — на 1d3/2, P = +1. Тогда максимально возможная проекция
углового момента 𝑗𝑧 будет равна 7/2 + 3/2 = 10/2 = 5, что и наблюдается на
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рисунке 5.4.

Рисунок 5.4 — Зависимость плотности многочастичных состояний, находящихся
в диапазоне энергий [0.0, 1.2) МэВ, от проекции углового момента на ось 𝑧

Чтобы свериться с аналитической формулой (3.4.21), нужно просуммиро-
вать по чётностям, так как при теоретическом выводе они полагаются равными
(см. рис. 5.5). Видно, что полное число многочастичных состояний, предска-
зываемое аналитической формулой, меньше суммарного количества состояний,
полученных в данной модели. Также это согласуется с рисунком 5.2.
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Рисунок 5.5 — Зависимость полной плотности многочастичных состояний, на-
ходящихся в диапазоне энергий [11.7, 12.9) МэВ, от проекции углового момента
на ось 𝑧

5.3 ТРЁХМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ

СОСТОЯНИЙ

Покажем трёхмерные картины плотности многочастичных состояний. Рас-
смотрим рисунок 5.6. Здесь красные и синие точки отвечают логарифму количе-
ства многочастичных состояний с положительной и отрицательной чётностями
соответственно в диапазоне энергий [𝑈,𝑈 +∆𝑈). Если просуммировать по 𝐽𝑧 и
чётностям, то получится зависимость, изображённая на рисунке 5.2.По рисунку
видно, что при малых энергиях доминирует отрицательная чётность, но начи-
ная примерно с 3.5 МэВ довольно сильно сказывается положительная чётность.
Причём чем больше энергия, тем в большей степени чётности сравниваются, пе-
реходя в «классический» случай.

Чтобы сравниться с аналитической формулой (3.4.21), нужно произвести
суммирование по чётностям. На рисунке 5.7 красные точки отвечают плотности
многочастичных состояний 𝜔(𝑈, 𝐽𝑧) = 𝜔(𝑈,𝐽𝑧,𝑃

+)+𝜔(𝑈,𝐽𝑧,𝑃
−), а чёрная сетка

соотвествует формуле (3.4.21).
Здесь видно, что при больших энергиях наблюдается сходство, а при ма-
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Рисунок 5.6 — Плотность многочастичных состояний 𝜔(𝑈, 𝐽𝑧) в зависимости от
энергии возбуждения и проекции полного углового момента на ось 𝑧

лых — явное различие то в большую, то в меньшую сторону. Также стоит от-
метить особенность аналитической формулы: в знаменателе стоит выражение
вида 𝑈 − 𝑀2

2𝑔⟨𝑚2⟩ , которое либо при больших угловых моментах, либо при малых
энергиях может становиться неограниченно большим.
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Рисунок 5.7 — Сравнение распределения полной плотности многочастичных
состояний 𝜔(𝑈, 𝐽𝑧) с аналитической формулой (3.4.21)

5.4 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ УРОВНЕЙ В

ЗАВИСИМОСТИ ОТ ПОЛНОГО УГЛОВОГО

МОМЕНТА

На рисунке 5.8 проводится сравнение распределений плотности уровней в
зависимости от полного углового момента в диапазоне энергий от 11.7 МэВ до
12.9 МэВ. Чёрная линия — аналитическая формула (3.7.2) при энергии 𝑈 = 12.3

МэВ. Красные точки соответствуют количеству уровней в данном диапазоне
энергий при определённом полном угловом моменте 𝐼 с положительной чётно-
стью. Синие — с отрицательной чётностью. Чёрные точки — их сумма. Значения
были расчитаны с помощью (4.4.2).

Видно, что в целом наблюдается расхождение с формулой (3.7.2) по уг-
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ловому моменту 𝐼, соответствующему пику распределения. Также существует
некоторое различие в полном (просуммированном по 𝐼) количестве уровней,
однако с учётом приближений, использованных при выводе формулы, сходство
в целом разумное.

Рисунок 5.8 — Распределение плотности уровней в зависимости от углового
момента 𝐼 для ядра 40K

5.5 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ УРОВНЕЙ В

ЗАВИСИМОСТИ ОТ ЭНЕРГИИ

Суммируя 𝜌(𝑈, 𝐼, 𝑃 ) по чётностям и полному угловому моменту, можно
получить зависимость плотности уровней от энергии возбуждения (см. рис. 5.9).
Чёрная кривая соответствует аналитической формуле (3.8.7). При энергиях от
10 МэВ наблюдается согласие смоделированных данных и аналитической фор-
мулы.
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Рисунок 5.9 — Распределение плотности уровней в зависимости от энергии воз-
буждения

5.6 СВЕРКА С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ

ДАННЫМИ

Помимо сравнения полученных плотностей многочастичных состояний и
уровней с аналитическими формулами нужно также свериться с некоторыми
экспериментальными данными.

5.6.1 ПРОВЕРКА ДЛЯ ЯДЕР NI

В работе [40] представлены экспериментальные данные для изотопов Ni.
Там же представлен рисунок 5.10, с которым проводится сравнение плотностей
уровней в зависимости от энергии возбуждения. Изображённые синие точки —
данные, полученные в модели трёхмерного осциллятора. Чёрные точки соот-
ветствуют экспериментальной плотности уровней, полученной из спектра ис-
пускания протонов, тёмно-синие сплошные кривые соответствуют данным из
нейтронных резонансов, а красные линии — плотностям дискретных уровней.
Стрелки указывают на энергию связи нейтронов.

Видно, что в целом наблюдается согласие, но для 64Ni полученные дан-
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Рисунок 5.10 — Сравнение экспериментальных плотностей уровней [40] и смо-
делированных данных (синих точек) в зависимости от энергии возбуждения

ные на порядок выше экспериментальных. Далее на рисунке 5.11 проводится
сравнение полученных плотностей уровней и показывается, что результаты для
63Ni и 64Ni почти идентичны. Но поскольку для 64Ni различие на рисунке 5.10
довольно велико, то это означает, что экспериментальные данные говорят об
уменьшении плотности уровней при переходе от 63Ni к 64Ni.

При рассмотрении 63Ni (𝑁𝑛 = 35, 𝑁𝑝 = 28) в оболочечной модели мож-
но увидеть, что последний уровень 1𝑓5/2 занят тремя нейтронами, а у 64Ni
— четырьмя. Основное состояние 63Ni 60-кратно вырождено (число сочетаний
𝐶3

6 = 20), а 64Ni — 15-кратно (𝐶4
6 = 15). И там, и там по 3 уровня с различным

𝐽 . Но далее при ненулевой энергии возбуждения количество многочастичных
состояний и, соответственно, количество уровней 64Ni начинают расти быст-
рее, чем 63Ni. Почему результаты для 64Ni в статье [40] так сильно расходятся,
остаётся открытым вопросом.
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Рисунок 5.11 — Сравнение плотности уровней для изотопов никеля
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6 МОДЕЛЬ САМОСОГЛАСОВАННОГО
ПОТЕНЦИАЛА С УЧЁТОМ ЭФФЕКТА

СПАРИВАНИЯ НУКЛОНОВ

6.1 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ХАРТРИ-ФОКА

Метод Хартри-Фока представляет из себя алгоритм последовательного
итерационного нахождения самосогласованного поля. Эффективные силы мо-
гут быть параметризованы в двух различных подходах: плотностно-независимые
и плотностно-зависимые. Последние лучше описывают полные энергии связи и
радиусы ядер.

6.1.1 ПЛОТНОСТНО-НЕЗАВИСИМЫЕ СИЛЫ

Гамильтониан многочастичной системы записывается в виде

𝐻 =
∑︁
𝑖

𝑣𝑖 +
1

2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝑣𝑖𝑗, (6.1.1)

где 𝑣𝑖 — оператор кинетической энергии для одной частицы, 𝑣𝑖𝑗 — оператор
взаимодействия двух частиц [2]. Волновая функция системы изначально запи-
сывается в виде Слэтеровского детерминанта

Ψ(𝑥1, ..., 𝑥𝑁) =
1

𝑁 !

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜓1(𝑥1) . . . 𝜓1(𝑥𝑁)

... . . . ...
𝜓𝑁(𝑥1) . . . 𝜓𝑁(𝑥𝑁)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ , (6.1.2)

где 𝜓𝑖(𝑥𝑗) = ⟨𝑥𝑗|𝜓𝑖⟩ — одночастичные волновые функции, удовлетворяющие
условию ортогональности. Обычно изначально выбирается базис 3-мерного ос-
циллятора. Основная идея в методе Хартри-Фока состоит в минимизации энер-
гии путём варьирования одночастичных волновых функций и энергий:
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⟨Ψ|𝐻|Ψ⟩ =
∑︁
𝑖

⟨𝜓𝑖|𝑣𝑖|𝜓𝑖⟩+
∑︁
�̸�=𝑗

⟨𝜓𝑖𝜓𝑗|𝑣𝑖𝑗|𝜓𝑗𝜓𝑖⟩ −
∑︁
�̸�=𝑗

⟨𝜓𝑖𝜓𝑗|𝑣𝑖𝑗|𝜓𝑖𝜓𝑗⟩ =

=
∑︁
𝑖

⟨𝜓𝑖|𝑣𝑖|𝜓𝑖⟩+
∑︁
�̸�=𝑗

⟨𝜓𝑖𝜓𝑗|𝑣𝑖𝑗|𝜓𝑗𝜓𝑖⟩ → min. (6.1.3)

Решение задачи (6.1.3) будет эквивалентно решению уравнения Шрёдингера с
неизвестными функциями 𝜓𝑖 и энергиями 𝜀𝑚𝑖𝑛

𝑖 :

𝑣𝑖𝜓𝑖(𝑥𝑖) +
∑︁
�̸�=𝑗

⟨𝜓𝑗|𝑣𝑖𝑗|𝜓𝑗⟩𝜓𝑖(𝑥𝑖)−
∑︁
�̸�=𝑗

⟨𝜓𝑗|𝑣𝑖𝑗|𝜓𝑖⟩𝜓𝑗(𝑥𝑖) = 𝜀𝑚𝑖𝑛
𝑖 𝜓𝑖(𝑥𝑖). (6.1.4)

6.1.2 ПЛОТНОСТНО-ЗАВИСИМЫЕ СИЛЫ СКИРМА

Взаимодействие Скирма включает в себя также трёхчастичный потенциал
𝑣𝑖𝑗𝑘:

𝑉 =
1

2

∑︁
�̸�=𝑗

𝑣𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖<𝑗<𝑘

𝑣𝑖𝑗𝑘. (6.1.5)

Потенциал 𝑣𝑖𝑗𝑘 записывается в виде [23]

𝑣𝑖𝑗𝑘 = 𝑡3𝛿
(3)(�⃗�𝑖 − 𝑟𝑗)𝛿

(3)(�⃗�𝑗 − 𝑟𝑘), (6.1.6)

что равносильно двухчастичному плотностно-зависимому взаимодействию

𝑣𝑖𝑗 =
1

6
𝑡3(1 + 𝑃𝜎)𝛿

(3)(�⃗�𝑖 − �⃗�𝑗)𝜌

(︂
�⃗�1 + �⃗�2

2

)︂
, (6.1.7)

где 𝑡3 — некоторый свободный параметр, 𝑃𝜎 = 1
2(1 + �⃗�1 · �⃗�2). Тогда задача

сводится к минимизации энергии

𝐸 =
∑︁
𝑖

⟨
𝜓𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑝2

2𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑖

⟩
+
1

2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

⟨𝜓𝑖𝜓𝑗|𝑣12|𝜓𝑖𝜓𝑗⟩+
1

6

∑︁
�̸�=𝑗 ̸=𝑘

⟨𝜓𝑖𝜓𝑗𝜓𝑘|𝑣123|𝜓𝑖𝜓𝑗𝜓𝑘⟩ → min.

(6.1.8)
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6.2 УЧЁТ ЭФФЕКТА СПАРИВАНИЯ НУКЛОНОВ.

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ

БАРДИНА-КУПЕРА-ШРИФФЕРА К ЯДЕРНОЙ

МАТЕРИИ

В общепринятом формализме теории сверхпроводимости [5], разработан-
ном в 1957 году Бардином, Купером и Шриффером, описывается система с
числом частиц 𝑁 ≫ 1023, где вводится понятие квазичастиц, куперовских пар.

Аналогично оригинальной статье [5] в работах [2; 6; 7] вводится волновая
функция возбуждённого многочастичного состояния как

|Ψ⟩ =
∏︁
𝜈′′∈𝜏2

(−𝑉𝜈′′ + 𝑈𝜈′′𝑎
†
𝜈′′𝑎

†
𝜈′′)
∏︁
𝜈′∈𝜏1

𝑎†𝜈′
∏︁
𝜈∈𝜏0

(𝑈𝜈 + 𝑉𝜈𝑎
†
𝜈𝑎

†
𝜈)|0⟩, (6.2.1)

где |0⟩ — вакуумное состояние без частиц, 𝑎† — оператор рождения частицы;
третье произведение по множеству одночастичных состояний 𝜏0 отвечает за
образование связанных пар нуклонов, где 𝜈 — одночастичное состояние с про-
екцией углового момента 𝑗𝑍 , а 𝜈 — сопряжённое состояние с проекцией −𝑗𝑍 . 𝑉𝜈
— амлитуда вероятности наличия связанной пары при данном 𝜈, а 𝑈𝜈 — отсут-
ствия. При этом 𝑉 2

𝜈 + 𝑈 2
𝜈 = 1. Второе произведение по множеству 𝜏1 отвечает

неспаренным нуклонам, а первое — возбуждённым парам нуклонов с энергией,
превышающей энергию Ферми.

Гамильтониан с учётом парного взаимодействия записывается в виде [2]

𝐻 =
∑︁
𝑘>0

𝜀𝑘(𝑎
†
𝑘𝑎𝑘 + 𝑎†

𝑘
𝑎𝑘)−𝐺

∑︁
𝑘,𝑘′>0

𝑎†𝑘𝑎
†
𝑘
𝑎𝑘′𝑎𝑘, (6.2.2)

где первая сумма является кинетическим слагаемым, а вторая сумма описы-
вает парное взаимодействие с характерной силой 𝐺. Можно получить систему
нелинейных уравнений [2; 6; 7] на энергию спаривания ∆, энергию Ферми 𝜆,
вероятность «заселённости» 𝑣2𝑘 и «незаселённости» 𝑢2𝑘 парных состояний:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣2𝑘 =
1
2

(︂
1− 𝜀𝑘−𝜆√

(𝜀𝑘−𝜆)2+Δ2

)︂
,

𝑢2𝑘 =
1
2

(︂
1 + 𝜀𝑘−𝜆√

(𝜀𝑘−𝜆)2+Δ2

)︂
,

2𝑢𝑘𝑣𝑘 =
Δ√

(𝜀𝑘−𝜆)2+Δ2
,

𝑢2𝑘 − 𝑣2𝑘 =
𝜀𝑘−𝜆√

(𝜀𝑘−𝜆)2+Δ2
.

(6.2.3)

где выражение

𝐸𝑘 =
√︀

(𝜀𝑘 − 𝜆)2 +∆2 (6.2.4)

соответствует энергии возбуждения квазичастицы; при этом для разрыва пары
требуется приложить энергию ∆. Для параметра ∆ существует также другой
способ определения — использовать разницу масс соседних ядер:

∆ =
𝑀(𝐴−1𝑋) +𝑀(𝐴+1𝑋)

2
−𝑀(𝐴𝑋), (6.2.5)

что позволяет проверить валидность решения системы (6.2.3).

6.3 ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ХАРТРИ-ФОКА С

УЧЁТОМ ЭФФЕКТА СПАРИВАНИЯ НУКЛОНОВ

ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ

МНОГОЧАСТИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ В

ПРИБЛИЖЕНИИ ЗАМОРОЖЕННОГО ОСТОВА

Одночастичный базис, рассчитанный методом Хартри-Фока с учётом эф-
фекта спаривания нуклонов БКШ, был получен с помощью программы коллег
из МГУ (С.В.Сидорова, А.В.Корнилова, Т.Ю.Третьякова), исследовавших вли-
яние тензорных сил на ядра с избыточным количеством нейтронов [35]. Также
существует ряд работ [10; 17; 19; 21; 23; 31], дающих некоторое описание вли-
яния эффекта спаривания нуклонов на плотность уровней.

Расчёт производился на одночастичном базисе с использованием пара-
метризации сил Скирма SLy4 для основных состояний атомных ядер, то есть
в приближении «замороженного остова». В действительности при возбуждении
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Рисунок 6.1 — Одночастичные уровни ядра 62Ni. Энергии в МэВ

ядра формируется новое самосогласованное поле, которое, вообще говоря, име-
ет другие энергетические уровни. Учёт этого эффекта производится в разделе
6.4.

С использованием нового одночастичного базиса были рассчитаны распре-
деления для цепочки изотопов никеля (58Ni, 60Ni, 62Ni, 64Ni). На данный момент
имеется возможность расчёта базиса только для чётно-чётных ядер. На рисунке
6.1 изображена схема одночастичных уровней для ядра 62Ni, полученная нами
с Д. А. Ситьковым, на основе которой рассчитана плотность многочастичных
состояний (см. рис. 6.2). Полученные значения ∆𝑁/∆𝑈 оказываются система-
тически ниже аналитической кривой с табличным параметром плотности 𝑎 из
[38] как для 62Ni, так и для остальных изотопов. Мы полагаем, что это мо-
жет быть связано с ограниченным числом уровней в одночастичном базисе (в
модели трёхмерного осциллятора базис был неограниченным).
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Рисунок 6.2 — Распределение плотности многочастичных состояний в зависи-
мости от энергии возбуждения в модели Хартри-Фока с учётом теории БКШ
для ядра 62Ni

6.3.1 ЭФФЕКТИВНЫЙ УЧЁТ ОСТАТОЧНОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

При комбинаторном переборе возникают уровни с большой вырожденно-
стью, в результате чего появляются оболочечные эффекты и осцилляции плот-
ности в зависимости от энергии возбуждения. Однако это вырождение снима-
ется остаточным взаимодействием, перераспределяя нуклоны с одного энерге-
тического уровня по некоторому интервалу. Учёт этого эффекта был сделан пу-
тём линейного усреднения 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈) по некоторому узкому интервалу энергий,
в котором применимо линейное приближение экспоненциальной зависимости.
Усреднение производилось по трём точкам:

𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟(𝐽𝑍 , 𝑈) =
𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈 −∆𝑈) + 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈) + 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈 +∆𝑈)

3
. (6.3.1)

Здесь ∆𝑈 полагается равным 1 МэВ. Первая и последняя точки (𝑈 = 0 и
𝑈 = 𝑈𝑚𝑎𝑥) остаются на своих местах. Тогда, например, для 62Ni зависимость
будет сглажена (см. рис. 6.3).

Стоит отметить, что есть эффект нелинейности на малом интервале, в
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результате чего может не сохраняться полное количество многочастичных со-
стояний. Слагаемое 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈 +∆𝑈) обычно имеет больший вес:

𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈 +∆𝑈) + 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈 −∆𝑈) > 2 · 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑈). (6.3.2)

Поэтому после усреднения нужно сделать нормировку всех значений 𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟(𝐽𝑍 , 𝑈):

𝐾 =

∑︀
𝑈

𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟∑︀
𝑈

𝜔
> 1; 𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟 →

𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟

𝐾
. (6.3.3)

Тогда полное число состояний сохраняется. Для цепочки изотопов никеля 𝐾

равен ≈ 1.02, что практически не сказывается на виде 𝜔𝑎𝑣𝑒𝑟.

Рисунок 6.3 — Распределение плотности многочастичных состояний в зависи-
мости от энергии возбуждения в модели Хартри-Фока с учётом теории БКШ
для ядра 62Ni. Сглаживание по трём точкам

На рисунке 6.4 изображены результаты моделирования плотности уров-
ней (на рисунках 6.2 и 6.3 была представлена плотность многочастичных состо-
яний). Синие точки — расчёт по методу Хартри-Фока с учётом эффекта спа-
ривания нуклонов. Чёрные точки соответствуют экспериментальной плотности
уровней из работы [40], полученной из спектра испускания протонов, синяя кри-
вая для 62Ni получена из расстояний между нейтронными резонансами, а крас-
ные линии — плотности дискретных уровней. Стрелки указывают на энергию
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связи нейтронов. Видно, что при энергиях около 10 МэВ плотность уровней
заметно снижается из-за ограниченности одночастичного базиса, в результа-
те чего наблюдается расхождение с экспериментом. Однако стоит отметить,
что экспериментальные данные получены из сечений, поэтому в будущем сто-
ит проводить сравнение именно по сечениям, когда появится возможность их
рассчитывать, основываясь на вычисленной плотности уровней.

Рисунок 6.4 — Распределение плотности уровней в зависимости от энергии воз-
буждения в модели Хартри-Фока с учётом теории БКШ для 62Ni и 64Ni

6.3.2 АСИММЕТРИЯ ЧЁТНОСТИ В НОВОМ
ОДНОЧАСТИЧНОМ БАЗИСЕ

В комбинаторном подходе можно различить чётности многочастичных
состояний и уровней (см. рис. 6.5). Здесь также применено усреднение. Для
более наглядной интерпретации асимметрии чётности можно ввести величину
аналогично работам [40; 41]:

𝐴 =
𝜌+ − 𝜌−
𝜌+ + 𝜌−

. (6.3.4)

Тогда результаты для цепочки изотопов никеля (см. рис. 6.6) будут иметь неко-
торую особенность. Чем дальше ядро от заполненной оболочки (дважды ма-
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гического ядра), тем быстрее восстанавливается симметрия в чётности. Здесь
была использована интерполяция B3-сплайнами. Так, для 64Ni симметрия на-
ступает примерно с 10 МэВ, 62Ni — с 17 МэВ, в то время как для ядер, близких
к дважды магическим — только после 25 МэВ.

Рисунок 6.5 — Распределение плотности уровней в зависимости от энергии воз-
буждения в модели Хартри-Фока с учётом теории БКШ для ядра 64Ni. Красные
точки соответствуют положительной чётности, синие — отрицательной. Сгла-
живание по трём точкам
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Рисунок 6.6 — Асимметрия чётности (6.3.4) для цепочки изотопов никеля. Сгла-
живание по трём точкам с использованием B3-сплайна

В некоторых работах [31] асимметрия для чётно-чётных ядер вводится
как

𝐴 =
𝜌−
𝜌+
. (6.3.5)

Условие того, что в основном состоянии ядро имеет положительную чётность,
ограничивает значение величины (6.3.5). Тогда результаты 6.6 можно предста-
вить в виде 6.7. В случае равенства чётностей формула 6.3.5 даёт значение 1,
что соответствует переходу в модель ферми-газа.
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Рисунок 6.7 — Асимметрия чётности (6.3.4) для цепочки изотопов никеля. Сгла-
живание по трём точкам с использованием B3-сплайна

Также на рисунке 6.8 представлено сравнение на изотопах железа (56Fe,
58Fe, 60Fe) с работой [42], авторы которой используют статистический подход.
Чётности рассчитываются по формуле (6.3.5). Чёрная кривая — смоделиро-
ванные данные из работы [42], синяя линия — данные, полученные в текущей
модели.

В целом заметно, что равенство чётностей при синей кривой наступает
при больших энергиях: для 56Fe и 58Fe — при ∼ 30 МэВ, для 60Fe — при ∼
15 МэВ. При этом затруднительно сказать, какая модель лучше, поскольку
нет экспериментальных данных; для сверки с экспериментом нужно вычислить
сечение, основываясь на данной плотности уровней.
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Рисунок 6.8 — Асимметрия чётности (6.3.5) для цепочки изотопов железа. Срав-
нение с работой [42]

6.4 УЧЁТ ИЗМЕНЕНИЯ САМОСОГЛАСОВАННОГО

ПОЛЯ ПРИ ВОЗБУЖДЕНИИ ЯДРА

Как упоминалось ранее, при возбуждении ядра нуклоны могут характе-
ризоваться квантовыми числами, отличными от основного состояния, в резуль-
тате чего формируется новое самосогласованное поле, имеющее, вообще говоря,
другой одночастичный базис (сдвинутые энергетические уровни). Тогда энергия
возбуждения будет отличаться от рассчитанной в приближении «замороженно-
го остова».

В программном комплексе наших коллег из МГУ имеется возможность
рассчитать самосогласованное поле для возбуждённых ядер методом Хартри-
Фока, но без учёта эффекта спаривания нуклонов.

На рисунках 6.9 и 6.10 изображены плотности многочастичных состояний
в зависимости от энергии возбуждения для 62Ni и 64Ni. Синие точки отвечают
расчёту в методе Хартри-Фока в приближении замороженного остова, а чёрные
— в новом подходе. Табличный параметр плотности уровней 𝑎 взят из [38].

Увеличение плотности состояний соответствует тому, что энергетические
уровни становятся ближе, как на первой картинке 6.9. Однако на второй 6.10
плотность в новом подходе (чёрные точки) ниже. С чем может быть связано
такое различие пока не известно. Это предмет дальнейших исследований.
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Рисунок 6.9 — Распределение плотности многочастичных состояний в зависи-
мости от энергии возбуждения в модели Хартри-Фока без учёта теории БКШ
для ядра 62Ni. Сглаживание по трём точкам

Рисунок 6.10 — Распределение плотности многочастичных состояний в зависи-
мости от энергии возбуждения в модели Хартри-Фока без учёта теории БКШ
для ядра 64Ni. Сглаживание по трём точкам
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методы моделирования плотности возбуждённых состояний играют важ-
ную роль в понимании протекания ядерных реакций, поскольку они определяют
вероятность перехода из одного состояния в другое. Работа, начавшаяся в про-
шлом веке, продолжается до сих пор: развиваются как теоретические модели,
так и методы численного расчёта.

С использованием программного комплекса Talys произведено моделиро-
вание реакций с образованием долгоживущих (изомерных) состояний ядер. Был
описан метод оценки надёжности вычислений, основанный на трёх моделях. Ре-
зультаты продемонстрировали разумное согласие. По итогам этой работы опуб-
ликована статья [37]. В дальнейшем планируется работа по изучению плотности
уровней на барьерах деления, что требует учёта деформации ядер в нашем под-
ходе.

Воспроизведены аналитические формулы для плотности состояний и уров-
ней ядер, описаны приближения и предположения, на которых они основаны.
Также описан алгоритм перебора многочастичных состояний, получены рас-
пределения плотности как состояний, так и уровней в зависимости от энергии
возбуждения, проекции углового момента и чётности. Алгоритм был приме-
нён к модели трёхмерного осциллятора в качестве первого шага. До энергии
∼10 МэВ наблюдаются выраженные оболочечные эффекты из-за значитель-
ной вырожденности одночастичного спектра. При больших энергиях получено
согласие с моделью ферми-газа и с экспериментальными данными.

Был произведён расчёт на одночастичном базисе в рамках метода Хартри-
Фока с учётом эффекта спаривания нуклонов. В отличие от предыдущей мо-
дели, количество одночастичных уровней ограничено, в результате чего, как
мы полагаем, плотность при больших энергиях возбуждения может быть мень-
ше. При этом стоит сравниваться не с экспериментальной плотностью уровней,
а с экспериментальными сечениями, что планируется в будущем. Результаты
по асимметрии чётности находятся в качественном согласии с работами дру-
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гих авторов. Продемонстрировано, что ядра, близкие к магическим, сохраняют
асимметрию до больших энергий возбуждения.

Также было показано, что при возбуждении ядра формируется самосо-
гласованное поле с другими одночастичными энергиями, что может влиять на
плотность многочастичных состояний и уровней. Учёт этого эффекта требу-
ет больших компьютерных мощностей, поскольку нужно рассчитывать одно-
частичные уровни для каждой конфигурации нуклонов. Для некоторых ядер
вычисленные значения оказываются выше предыдущих, а для других — ниже,
что также нуждается в дальнейшем изучении.

В будущем мы планируем учесть деформации ядра, что позволит рассчи-
тать одночастичный базис, плотность состояний и уровней на барьере деления,
а также модифицировать Talys с учётом нашего подхода.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

А ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА ПЕРЕБОРА

МНОГОЧАСТИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ

Целью программы является получение распределений плотности многоча-
стичных состояний 𝜔(𝑈, 𝐽𝑍 , 𝑃 ) =

𝑑𝑁(𝑃 )
𝑑𝑈𝑑𝐽𝑍

, 𝜔(𝐽𝑍 , 𝑃 ) =
𝑑𝑁(𝑃 )
𝑑𝐽𝑍

и плотности уровней
𝜌(𝑈,𝐼) = 𝜔(𝑈, 𝐽𝑍 = 𝐽) − 𝜔(𝑈, 𝐽𝑍 = 𝐽 + 1) в зависимости от энергии возбужде-
ния 𝑈 , проекции углового момента 𝐽𝑍 на ось 𝑍, углового момента 𝐽 , а также
чётности 𝑃 . Программа написана на Python-3.9.

А.1 ВХОДНЫЕ ПАРАМЕТРЫ

• nucleus — определённое ядро, для которого нужно вычислить плотность
уровней. Записывается в строковом формате: 39K, 40Ca, 58Ni и т.п. Ре-
гистр не важен.

• U — энергия, вплоть до которой нужно вычислить плотность уровней.
Формат: целое число в МэВ.

• file — название файла, из которого извлекается информация об одноча-
стичных состояниях ядра.

А.2 НЕКОТОРЫЕ ВНУТРЕННИЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

• A — массовое число, определяемое из nucleus
• N_p — число протонов, определяемое из nucleus
• N_n — аналогично.
• p_levels — количество энергетических уровней для протонов
• n_levels — аналогично.
• DP — энергия спаривания для протонов
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• DN — аналогично.
• GP — параметр силы парного взаимодействия для протонов.
• GN — аналогично.
• E_0_proton — энергия основного состояния для протонов.
• E_0_neutron — аналогично.
• E_F_proton — энергия Ферми для протонов.
• E_F_neutron — аналогично.
• energy_step — шаг в распределении по энергии в МэВ. Обычно это целое

число.
• j2z_limit — максимальное значение удвоенной проекции углового мо-

мента. Если у некоторого многочастичного состояния будет рассчитано
j2z > j2z_limit или -j2z < -j2z_limit, то возникнет ошибка. Значе-
ние j2z_limit выбирается с запасом; обычно оно равно 50.

• dN[n]_over_dU_over_d2jz_pariry[P] — словарь (dictionary) для нейтро-
нов [n], в котором ключами являются энергии возбуждения с шагом
energy_step, а значениями - массивы, каждый индекс которого соответ-
ствует определённой проекции углового момента j2z. Указывая энергию
и проекцию углового момента, можно получить количество многочастич-
ных состояний с положительной чётностью [P] с заданными параметра-
ми. Так, например, команда
dNn_over_dU_over_d2jz_pariryP[7][56] выдаст количество многочастич-
ных состояний в интервале энергий [7, 8) МэВ, с удвоенной проекцией
углового момента j2z - j2z_limit = 6 и с положительной чётностью P
= 1.

• dNn_over_dU_over_d2jz_pariryN — аналогично.
• dNp_over_dU_over_d2jz_pariryP — аналогично.
• dNp_over_dU_over_d2jz_pariryN — аналогично.
• dNp_over_dU — словарь (dictionary) для протонов, в котором ключами яв-

ляются энергии возбуждения с шагом energy_step, а значениями - числа,
количества многочастичных состояний в определённых интервалах энер-
гий. Например, dNp_over_dU[7] выдаст количество многочастичных со-
стояний в интервале энергий [7, 8) МэВ.

• dNn_over_dU — аналогично.
• N_states — в расчёте для протонов принимает значение proton_nstates,
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для нейтронов — neutron_nstates.
• E_F — в расчёте для протонов принимает значение E_F_proton, для ней-

тронов — E_F_neutron.
• nucl_type — в расчёте для протонов принимает строковое значение “p”,

для нейтронов — “n”.
• E_0 — в расчёте для протонов принимает значение E_0_proton, для ней-

тронов — E_0_neutron.
• N — в расчёте для протонов принимает значение N_p, для нейтронов —
N_n.

• parity — в расчёте для протонов принимает значение proton_parity, для
нейтронов — neutron_parity.

• j2z — в расчёте для протонов принимает значение proton_j2z, для ней-
тронов — neutron_j2z.

• D — в расчёте для протонов принимает значение DP, для нейтронов — DN.
• E — в расчёте для протонов принимает значение proton_energies, для

нейтронов — neutron_energies.
• array — массив чисел заполнения одночастичных состояний, состоящий

из нулей (состояние не занято) и единиц (состояние занято). Когда про-
изводится расчёт для протонов, длина массива равна proton_nstates, в
случае нейтронов — neutron_nstates.

• iteration_array — массив длины N_states - N, в котором изначально
каждый элемент равен N.

• array_energy() — функция, которая рассчитывает энергию возбуждения
многочастичного состояния. Возвращает число типа float.

• array_parity() — функция, которая рассчитывает чётность многоча-
стичного состояния. Возвращает 1, если чётность положительна, и -1,
если отрицательна. Использует в расчёте parity.

• array_j2z() — функция, которая рассчитывает удвоенную проекцию пол-
ного углового момента многочастичного состояния. Использует в расчёте
j2z.

А.3 ОПИСАНИЕ РАБОТЫ АЛГОРИТМА

Основная идея алгоритма изображена на рисунке А.2.
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А.3.1 Подготовка переменных

Рисунок А.1 — Инициализация переменных для протонной подсистемы

Из файла file берётся информация об одночастичном базисе. Этот файл
должен быть подготовлен заранее. Процедура расчёта происходит сначала для
протонной подсистемы, а затем для нейтронной. Перед вычислением для про-
тонов создаются переменные dNp_over_dU_over_d2jz_pariryP и
dNp_over_dU_over_d2jz_pariryN, которые будут являться результатом рабо-
ты, а также присваиваются значения переменным nucl_type, N_states, N, E,
E_F, E_0, parity, j2z, D, G, allocation, iteration_array и array (см. рис. А.1).

iteration_array — массив длины N_states - N, в котором изначально
каждый элемент равен N.

А.3.2 Функция «algorithm_core»

Изначально функция (см. рис. А.3) запускается командой
algorithm_core(N_states - N), где аргумент N_states - N соответствует ко-
личеству незанятых одночастичных состояний, то есть «глубине итерации».
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Здесь n = 1 соответствует максимальной глубине, n = N_states - N — мини-
мальной. Есть три основные логические части функции: первая — с 3 по 20
строки, вторая — с 23 по 27 и третья — с 29 по 37.

Основное состояние⏞  ⏟  
{1, 1, ..., 1, 1, 1, 0, 0, 0,...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 1, 0, 0, ...}

...

{1, 0, ..., 1, 1, 1, 1, 0, 0, ...}
{0, 1, ..., 1, 1, 1, 1, 0, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 0, 1, 0, ...}

...

{0, 1, ..., 1, 1, 1, 0, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 0, 0, 1, 1, 0, ...}

...

{1, 0, ..., 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...}
{0, 1, ..., 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 0, 0, 1, 1, 1, 0, ...}

...

{0, 0, ..., 1, 1, 1, 1, 1, 0, ...}
{1, 1, ..., 1, 1, 0, 0, 0, 1, ...}

...

{1, 1, ..., 1, 0, 0, 0, 1, 1, ...}
...

Рисунок А.2 — Алго-
ритм перебора много-
частичных состояний
без ограничений на
энергию

Ключевое слово global нужно для того, чтобы
array во вложенной функции был тем же, что и в
родительской.

А.3.3 Случай n = 1

Рассмотрим первую часть функции (3–20 стро-
ки). Если так получилось, что, например, N_states
= 20, а N = 19 , то исполнится условие n == 1.
iteration_array имеет длину 1 и равен [19]. Функ-
ция array_energy() рассчитывает энергию возбуж-
дения многочастичного состояния; если она меньше
(или равна) заданной энергии U, то происходит запись
информации в функции add_count(). Так, основное
состояние

array = [1,1,...,1,0]

будет учтено; его энергия возбуждения равна 0. В 8
строке array записывается во вспомогательную пе-
ременную, чтобы потом восстановить исходный вид
array в 18 строчке. Далее в 9–16 строках происходит
iteration_array[0] = 19 итераций начиная с

[1, 1, ..., 1, 1, 1, 0]

[1, 1, ..., 1, 1, 0, 1]
...

и заканчивая [0, 1, ..., 1, 1, 1, 1].

Поскольку одночастичные состояния выстроены в порядке возрастания
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Рисунок А.3 — Функция algorithm_core

энергии (при одинаковой энергии — по возрастанию 𝑗𝑍), то если для опреде-
лённого многочастичного состояния энергия возбуждения больше U, не имеет
смысла дальше делать перебор; происходит выход из цикла (15–16 строки).
После цикла массив принимает исходное значение [1,1,...,1,0] в 18 строке.

А.3.4 Случай n = 2

При n = 2 (например, N_states = 20, N = 18) изначальный массив array
равен [1,1,...,1,0,0], а iteration_array равен [18,18] . Алгоритм перехо-
дит сразу на 22 строку. При n = 2 на 23 строке ничего не происходит.

Далее на 25 строке запускается algorithm_core(1), производится код для
n = 1. 18 строка: array = [1,1,...,1,0,0]. 19 строка: array =
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[1,1,...,1,0,0,1] (переложили последний нуклон на 2 места вперёд). 20 стро-
ка: iteration_array = [17, 18]. После выполнения функции
algorithm_core(1) на 26–27 строках производится проверка на ограничение
по энергии.

Далее процедура повторяется (цикл на 24 строке). Дело в том, что теперь
iteration_array[0] = 17; тогда будут перебраны многочастичные состояния

[1, 1, ..., 1,1,

array[iteration_array[0]]⏞ ⏟ 
0 ,0,1]

[1, 1, ..., 1,0,1,0,1]

[1, 1, ..., 0,1,1,0,1]
...

[0, 1, ..., 1,1,1,0,1],

после чего array вернётся на 18 строке в исходное состояние [1,1,...,1,0,0,1].
19 строка: [1,1,...,0,0,1,1]. 20 строка: iteration_array=[16,18].

И так далее, пока в последнем 18-м цикле (iteration_array[n-1]) не
будет произведён перебор в 9–16 строках

[1,0,0, ..., 1,1]

[0,1,0, ..., 1,1]

Далее в 19 строке будет получено [0,0,1, ..., 1,1] (энергия этого состояния
будет записана позже, при n=3), в 20 — iteration_array=[0, 18]. Код после
29 строчки не исполняется по условию.

А.3.5 Случай n = 3

Этот случай отличается от предыдущих двух и требует отдельного рас-
смотрения. Исходно array = [1,...,1,0,0,0] и iteration_array = [17,17,17]
(если N_states = 20, N = 17). На 25 строке будет запущена первая итерация
algorithm_core(2), после чего array = [0,0,1, ..., 1,1, 0], а
iteration_array = [0,17,17]; внутри этой функции n = 2 ̸= N_states-N, в
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результате чего исполняется код после 29 строчки.

А.3.6 Третий сегмент алгоритма

Разберём, что происходит при N_states - N = 3 после 29 строчки по-
дробно. n = 2; тогда на следующей строке индекс iteration_array[n-1] + n
= 17 + 2 = 19. array[19] = 1; массив array изменяется как [0, 0, 1, ...,
1, 1, 1, 1, 1]. Это соответствует перекладыванию нуклона для следующей
итерации.

На 31–32 строках происходит зануление n + 1 количества одночастичных
состояний с индексами от iteration_array[n-1] - 1 до
iteration_array[n-1] - 1 + n включительно, то есть от 17 - 1 = 16 до 17
- 1 + 2 = 18. Тогда array = [0,0,1,...,1,0,0,0,1].

Теперь следует заселить все низшие iteration_array[n-1]-1 состояний
(34–35 строчки). На последней итерации индекс равен iteration_array[n-1]
- 2 = 17 - 2 = 15. Тогда низшие 15 состояний будут заселены: array =
[1,1,1,...,1,0,0,0,1]. Таким образом,

[0,0,1,...,1,1,1,1,0] −→ [1,1,1,...,1,0,0,0,1].

На 37 строке iteration_array принимает вид [0,16,17]. Затем происходит
возврат на предыдущий уровень вложенности (25 строка), проверяется условие
по энергии, и наступает следующая итерация algorithm_core(2); на 23 стро-
ке iteration_array = [16, 16, 17]. По сути iteration_array представляет
массив элементов, каждый из которых показывает количество единиц слева от
нуля (за исключением последнего элемента, который не изменяется из-за того,
что n = N_states - N). По окончании второй итерации algorithm_core(2) на
26–27 также происходит проверка на энергию; array = [0,0,1,...,1,1,1,0,1].
В третьем сегменте подготавливается array для следующих итераций:

[0,0,1,...,1,1,1,1,0,1] −→ [1,1,1,...,1,0,0,0,1,1].

После 37 строчки iteration_arrayстановится равным [0,15,17]. И так далее
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до iteration_array = [0,0,17] и array = [0, 0, 0, 1, ..., 1].
В таблице 1 приведён пример комбинаторного перебора для N_states =

20, N = 15, где указаны основные моменты работы алгоритма. Когда
iteration_array становится равным [0,0,0,0,15], выполнение прекращается,
так как на внешнем уровне вложенности выполняется условие n == N_states
- N.
Таблица 1 — Пример комбинаторного перебора для N_states = 20, N = 15

array iteration_array Номер строки Число n
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0 15,15,15,15,15 4 1
0,1,1,1,1,...,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0 15,15,15,15,15 17 1
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0 14,15,15,15,15 20 1
1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0 13,15,15,15,15 20 1
1,1,1,1,1,...,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0 12,15,15,15,15 20 1
1,0,0,1,1,...,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0 1,15,15,15,15 20 1
0,1,0,1,1,...,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0 1,15,15,15,15 17 1
0,0,1,1,1,...,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0 0,15,15,15,15 20 1
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0 0,14,15,15,15 37 2
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0 14,14,15,15,15 23 3
1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0 0,13,15,15,15 37 2
1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0 13,13,15,15,15 23 3
1,0,0,0,1,...,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0 1,1,15,15,15 23 2
0,0,1,0,1,...,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0 0,1,15,15,15 20 1
0,0,0,1,1,...,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0 0,0,15,15,15 37 2
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0 0,0,14,15,15 37 3
1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0 0,0,13,15,15 37 3
0,0,0,0,1,...,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0 0,0,0,15,15 37 3
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1 0,0,0,14,15 37 4
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1 0,0,14,14,15 23 4
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1 0,14,14,14,15 23 3
1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1 14,14,14,14,15 23 2
1,1,1,1,1,...,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1 0,0,0,13,15 37 4
0,0,0,0,0,...,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 0,0,0,0,15 37 4

А.3.7 Условие ограничения по энергии возбуждения

Также важно понять, почему выходы из циклов на 16 и 27 строках не
уменьшают количество подходящих многочастичных состояний, почему не от-
брасываются ещё и другие нужные нам состояния. Ключевой момент состоит
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в том, что одночастичные состояния в array выстроены в порядке возрастания
энергии (при одинаковой энергии — по возрастанию 𝑗𝑍).

В случае с 16 строкой прерывание цикла не сказывается на общем процес-
се перебора потому, что на 18 строке восстанавливается исходный вид array.

Случай на 27 строке менее тривиальный. Предположим, имеется array =
[0,0,...,1,1,0,...], и в третьей части алгоритма (строки 29–37) array ста-
новится равным [1,1,...,0,0,1,...]. Далее происходит выход на внешний
уровень вложенности (отработала строка 25). Если условие по энергии не вы-
полняется (array_energy() > U), то и весь следующий перебор многочастич-
ных состояний вплоть до [0,0,...,1,1,1,...] не имеет смысла, т.к. энергия
каждого такого состояния будет больше, чем у [1,1,...,0,0,1,...]. Цикл
24–27 завершается. Алгоритм продолжается; рассмотрим две ситуации:

1) array = [1,1,...,0,0,1,0,...]. Тогда в третьей части алгоритма array
станет равен [1,1,...,0,0,0,1,...], и это многочастичное состояние бу-
дет отвергнуто. Если справа ещё есть единицы, алгоритм будет продол-
жаться (как в следующем пункте).

2) array = [1,1,...,0,0,1,1,0,...]. Затем array =
[1,1,...,0,0, 0,0,1,...], где энергия возбуждения уже может быть
ниже заданной U, после чего продолжается работа алгоритма.
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