




Распределение Больцмана
Связь концентрации и плотности идеального газа:

𝜌 =
𝑚

𝑉

𝑛 =
𝑁

𝑉

⇒
𝜌

𝑛
=

𝑚

𝑁
= 𝑚0 ⇔ 𝑛 =

𝜌

𝑚0

Основное уравнение молекулярно-кинетической теории:

𝑝 = 𝑛𝑘𝑇 =
𝜌𝑘𝑇

𝑚0
⇔ 𝜌 =

𝑝𝑚0

𝐾𝑇

Атмосферное давление в поле силы тяжести:

𝑑𝑝 = −𝜌𝑔𝑑ℎ = −
𝑝𝑚0𝑔𝑑ℎ

𝐾𝑇
⇔

𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑚0𝑔𝑑ℎ

𝐾𝑇
⇔ න

𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑚0𝑔

𝐾𝑇
න 𝑑ℎ ⇔

⇔ ln 𝑝 = −
𝑚0𝑔ℎ

𝐾𝑇
+ 𝐶 ⇔ ln 𝑝 = −

𝐸0

𝐾𝑇
+ 𝐶 ⇔ 𝑝 = 𝑒−

𝐸0
𝐾𝑇

+𝐶 = 𝑒𝐶𝑒−
𝐸0
𝐾𝑇 = 𝑝0𝑒−

𝐸0
𝐾𝑇 ⇔ 𝑝 = 𝑝0𝑒−

𝐸0
𝐾𝑇



Статистические ансамбли
Ансамбль Константы Термодинамический потенциал

Микроканонический 𝑇, 𝑁, 𝑉, 𝐸0 𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁

Канонический 𝑁, 𝑉, 𝐸 𝑑𝐹𝐾𝐴 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁

Большой канонический 𝜇, 𝑉, 𝑇, 𝑁 , 𝐸 𝑑𝛺𝐵𝐾𝐴 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 − 𝑁𝑑𝜇

Изотермо-изобарический 𝑝, 𝑇, 𝑁, 𝑉 , 𝐸 𝑑𝐺𝐼𝐼𝐴 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑑𝑝 + 𝜇𝑑𝑁

Термодинамический потенциал и статистическая сумма: 𝛺 = −𝑘𝑇 ln 𝛯

Усреднение системы по времени ⇔ Усреднение системы по ансамблю



Большой каконический ансамбль
Фактор рождения и уничтожения электрон − позитронных пар:

𝑒+ + 𝑒− ↔ 𝛾 ⇒ ቊ
𝑁 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

⇒ 𝛺 = 𝛺𝐵𝐾𝐴

Статистическая сумма большого канонического ансамбля:

𝛯𝐵𝐾𝐴 = σ𝑚𝑠 𝑒
𝜇𝑁−𝐸𝑚𝑠

𝑘𝑇

Общий вид микросостояния: 

𝑚𝑠 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧, 𝑠

Большой термодинамический потенциал:
𝑑𝛺𝐵𝐾𝐴 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 − 𝑁𝑑𝜇
Химический потенциал представляет собой
адиабатическую энергию добавления одной 
частицы в систему без совершения работы.



Числа заполнения
Рассмотрим квантовую систему, состоящую из частиц одного сорта, имеющих 
спин 𝑠. Пусть в ней возможно единственное микросостояние 𝛼 с энергией 𝜀:
𝑚𝑠 = 𝛼 = 𝜀
Все элементарные частицы по спину 𝑠 можно разделить на две группы:
-фермионы с полуцелым спином;
-бозоны с целым спином.

Принцип запрета Паули:
В квантовой системе два и более тождественных фермиона не могут 
находиться в одном и том же квантовом состоянии. 

Числа заполнения 𝑁 показывают, сколько частиц с данным микросостоянием 
𝛼 могут находиться на данном энергетическом уровне 𝜀.
-Для фермионов в силу запрета Паули возможны лишь два варианта: 0 или 1.
-Для бозонов возможны любые целые неотрицательные числа: 0, 1, 2, 3, …



Статистические суммы фермионов и бозонов
Рассмотрим квантовую систему, в которой характерные энергии частиц сильно 
меньше её химического потенциала:

𝜇 ≪ 𝜀 ⇒ 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇 ≪ 1

Статистическая сумма фермионов:

𝛯𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 = ෍

𝑚𝑠

𝑒
𝜇𝑁−𝐸𝑚𝑠

𝑘𝑇 = 𝑒
𝜇∗0−𝜀∗0

𝑘𝑇 + 𝑒
𝜇∗1−𝜀∗1

𝑘𝑇 = 1 + 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

Статистическая  сумма бозонов:

𝛯𝛼,𝐵𝑜𝑠𝑒 = ෍

𝑚𝑠

𝑒
𝜇𝑁−𝐸𝑚𝑠

𝑘𝑇 = 𝑒
𝜇∗0−𝜀∗0

𝑘𝑇 + 𝑒
𝜇∗1−𝜀∗1

𝑘𝑇 + 𝑒
𝜇∗2−𝜀∗2

𝑘𝑇 + 𝑒
𝜇∗3−𝜀∗3

𝑘𝑇 + ⋯ =

= 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

0

+ 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1

+ 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

2

+ 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

3

+ ⋯ =

= ෍

𝑖=0

∞

𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝑖

= ෍

𝑖−1=0

∞

𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝑖−1

= ෍

𝑖=1

∞

𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝑖−1

=
1

1 − 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇



Статистики Ферми-Дирака и Бозе-Эйнштейна
Большой термодинамический потенциал для конкретного микросостояния:

𝛺𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 = −𝑘𝑇 ln 𝛯𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 = ∓𝑘𝑇 ln 1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

Среднее число заполнения для конкретного микросостояния:

𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 = −
𝜕𝛺𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒

𝜕𝜇
= ±𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇
ln 1 ± 𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇 =

=
±𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇
1 ± 𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇 =

𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇
𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇 =

=
𝑘𝑇𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇

𝜇 − 𝜀

𝑘𝑇
=

𝑘𝑇𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇

𝜇

𝑘𝑇
=

𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

𝜕𝜇

𝜕𝜇
=

=
𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

=
𝑒

𝜇−𝜀
𝑘𝑇

1 ± 𝑒
𝜇−𝜀
𝑘𝑇

∗
𝑒

𝜀−𝜇
𝑘𝑇

𝑒
𝜀−𝜇
𝑘𝑇

=
1

𝑒
𝜀−𝜇
𝑘𝑇 ± 1

⇔ 𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 =
1

𝑒
𝜀−𝜇
𝑘𝑇 ± 1



Фазовый объём
Элемент фазового объёма: 
𝑑𝛤 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 = 𝑑𝑉𝑑3 Ԧ𝑝 = 𝑑𝑉𝑝2𝑑𝑝 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

Вырождение по спину:
𝑔 = 2𝑠 + 1
Усреднённое по ансамблю среднее число заполнения:

𝑁 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 = 𝑔 න 𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒

𝑑𝛤𝛼

2𝜋ħ 3 =
𝑔

2𝜋ħ 3
න 𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒𝑑𝛤𝛼 =

=
𝑔

2𝜋ħ 3
න 𝑑𝑉 න

0

∞

𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒𝑝2𝑑𝑝 න

0

𝜋

sin 𝜃 𝑑𝜃 න

0

2𝜋

𝑑𝜑 =

=
4𝜋𝑔𝑉

2𝜋ħ 3
න

0

∞

𝑁 𝛼,𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒𝑝2𝑑𝑝



Соотношение энергии и импульса частиц ансамбля

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 𝑁 𝜀

𝑝 ≈ 𝜀
4𝜋𝑔𝑉

2𝜋ħ 3 න

0

∞

𝑁 𝛼𝜀2𝑑𝜀
4𝜋𝑔𝑉

2𝜋ħ 3 න

0

∞

𝑁 𝛼𝜀3𝑑𝜀

𝑝 ≪ 𝜀
4𝜋𝑔𝑉 2𝑚3

2𝜋ħ 3 න

0

∞

𝑁 𝛼 𝜀𝑑𝜀
4𝜋𝑔𝑉 2𝑚3

2𝜋ħ 3 න

0

∞

𝑁 𝛼 𝜀3𝑑𝜀

Ультрарелятивистский случай: 𝑝 ≈ 𝜀 ⇒ 𝑝 = 𝜀 ⇒ 𝑝2𝑑𝑝 = 𝜀2𝑑𝜀

Нерелятивистский случай: 𝑝 ≪ 𝜀 =
𝑝2

2𝑚
⇒ 𝑝 = 2𝑚𝜀 ⇒ 𝑝2𝑑𝑝 = 2𝑚3 𝜀𝑑𝜀



Усреднённые по ансамблю энергии и числа заполнения частиц 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 𝑁 𝜀

𝑝 ≈ 𝜀
∓

𝑔𝑉𝑘3𝑇3

𝜋2ħ3
Li3 ∓𝑒

𝜇
𝑘𝑇 ∓

3𝑔𝑉𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
Li4 ∓𝑒

𝜇
𝑘𝑇

𝑝 ≪ 𝜀

∓
𝑔𝑉

2ħ3

𝑚3𝑘3𝑇3

2𝜋3
Li3

2
∓𝑒

𝜇
𝑘𝑇 ∓

3𝑔𝑉

4ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

2𝜋3
Li5

2
∓𝑒

𝜇
𝑘𝑇

Полилогарифм:

Li𝑠 𝑟 =
1

Γ 𝑟
න

0

∞
𝑡𝑟−1𝑑𝑡

𝑒𝑡

𝑧
− 1

Соотношение коэффициентов:

1: 3 = 𝛤 3 : 𝛤 4

1

2
:
3

4
= 𝛤

3

2
: 𝛤

5

2



Случай нулевого химического потенциала

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 𝑁 𝜀

𝑝 ≈ 𝜀 𝑔𝑉𝑘3𝑇3

𝜋2ħ3
𝜂 3

𝑔𝑉𝑘3𝑇3

𝜋2ħ3
𝜁 3

3𝑔𝑉𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
𝜂 4

3𝑔𝑉𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
𝜁 4

𝑝 ≪ 𝜀
𝑔𝑉

2ħ3

𝑚3𝑘3𝑇3

2𝜋3
𝜂

3

2

𝑔𝑉

2ħ3

𝑚3𝑘3𝑇3

2𝜋3
𝜁

3

2

3𝑔𝑉

4ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

2𝜋3
𝜂

5

2

3𝑔𝑉

4ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

2𝜋3
𝜁

5

2

𝜇 = 0 ⇒ 𝑒
𝜇

𝑘𝑇 = 1
Li𝑠 1 = 𝜁 𝑠 ∩ Li𝑠 −1 = −𝜂 −𝑠



Связь 𝜂 и 𝜁 функций Римана 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖/𝐵𝑜𝑠𝑒 𝑁 𝜀

𝑝 ≈ 𝜀 3𝑔𝑉𝑘3𝑇3

4𝜋2ħ3
𝜁 3

𝑔𝑉𝑘3𝑇3

𝜋2ħ3
𝜁 3

21𝑔𝑉𝑘4𝑇4

8𝜋2ħ3
𝜁 4

3𝑔𝑉𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
𝜁 4

𝑝 ≪ 𝜀
2 − 1 𝑔𝑉

4ħ3

𝑚3𝑘3𝑇3

𝜋3
𝜁

3

2

𝑔𝑉

2ħ3

𝑚3𝑘3𝑇3

2𝜋3
𝜁

3

2

3 2 2 − 1 𝑔𝑉

16ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

𝜋3
𝜁

5

2

3𝑔𝑉

4ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

2𝜋3
𝜁

5

2

𝜂 𝑠 = 1 − 21−𝑠 𝜁 𝑠



Давление квантового газа
Усреднённый по ансамблю большой термодинамический потенциал:
𝛺𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 = 𝜀 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖

𝛺𝐵𝑜𝑠𝑒 = 𝜀 𝐵𝑜𝑠𝑒

Давление квантового газа:

𝑝𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 =
𝜕𝛺𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖

𝜕𝑉
=

21𝑔𝑘4𝑇4

8𝜋2ħ3 𝜁 4 , 𝑝 ≈ 𝜀

3 2 2 − 1 𝑔

16ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

𝜋3 𝜁
5

2
, 𝑝 ≪ 𝜀

𝑝𝐵𝑜𝑠𝑒 =
𝜕𝛺𝐵𝑜𝑠𝑒

𝜕𝑉
=

3𝑔𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3 𝜁 4 , 𝑝 ≈ 𝜀

3𝑔

4ħ3

𝑚3𝑘5𝑇5

2𝜋3 𝜁
5

2
, 𝑝 ≪ 𝜀



Полилогарифмический ряд
Интегральное представление полилогарифма:

Li𝑟 𝑧 =
1

Γ 𝑟
න

0

∞
𝑡𝑟−1𝑑𝑡

𝑒𝑡

𝑧
− 1

Полилогарифмический ряд:

Li𝑟 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞

𝑘−𝑟𝑧𝑘

Li−𝑠 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞

𝑘𝑠𝑧𝑘

Частичная сумма полилогарифмического ряда:

Li−𝑠 𝑧 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑘𝑠𝑧𝑘

Критический случай:

Li−𝑠 1 𝑛 = 𝜁𝑛 −𝑠 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑘𝑠 = 𝜎𝑛
𝑠



Частичная сумма полилогарифмического ряда
Li−1 𝑧 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑘𝑧𝑘 , 𝑧 ≠ 1

න Li−1 𝑧 𝑛 𝑑𝑧 = න ෍

𝑘=0

𝑛

𝑘𝑧𝑘 𝑑𝑧 = ෍

𝑘=0

𝑛

න 𝑘𝑧𝑘𝑑𝑧 = ෍

𝑘=0

𝑛
𝑘𝑧𝑘+1

𝑘 + 1
= ෍

𝑘=0

𝑛
𝑘 + 1 − 1 𝑧𝑘+1

𝑘 + 1

= ෍

𝑘=0

𝑛

𝑧𝑘+1 − ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1
= 𝑧 ෍

𝑘=0

𝑛

𝑧𝑘 − ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1
= 𝑧

1 − 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧
− ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1
=

𝑧 − 𝑧𝑛+2

1 − 𝑧
− ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1

Li−1 𝑧 𝑛 =
𝑧 − 𝑧𝑛+2

1 − 𝑧
− ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1

′

=
𝑧 − 𝑧𝑛+2

1 − 𝑧

′

− ෍

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘+1

𝑘 + 1

′

=

=
𝑧 − 𝑧𝑛+2 ′ 1 − 𝑧 − 𝑧 − 𝑧𝑛+2 1 − 𝑧 ′

1 − 𝑧 2 − ෍

𝑘=0

𝑛

𝑧𝑘 =
1 − 𝑛 + 2 𝑧𝑛+1 1 − 𝑧 + 𝑧 − 𝑧𝑛+2

1 − 𝑧 2 −
1 − 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧
=

=
1 − 𝑛𝑧𝑛+1 − 2𝑧𝑛+1 1 − 𝑧 + 𝑧 − 𝑧𝑛+2 − 1 − 𝑧 1 − 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧 2 =

=
1 − 𝑛𝑧𝑛+1 − 2𝑧𝑛+1 − 𝑧 + 𝑛𝑧𝑛+2 + 2𝑧𝑛+2 + 𝑧 − 𝑧𝑛+2 − 1 + 𝑧 + 𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛+2

1 − 𝑧 2 =

=
−𝑛𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛+1 + 𝑛𝑧𝑛+2 + 𝑧

1 − 𝑧 2 =
𝑧 + 𝑛𝑧 − 𝑛 − 1 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧 2 ⇔ Li−1 𝑧 𝑛 =
𝑧 + 𝑛𝑧 − 𝑛 − 1 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧 2



Производные геометрической прогрессии
Частичная сумма геометрической прогрессии:

𝑔𝑛 𝑧 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑧𝑘 = ൞
1 − 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧
, 𝑧 ≠ 1

𝑛 + 1, 𝑧 = 1

Производная 𝑝-го порядка частичной суммы геометрической прогрессии:

𝑔𝑛
𝑝

𝑧 =
𝑝! − 𝑝! + σ𝑘=0

𝑝−1 𝑝! 𝑛 − 1 − 𝑘 !
𝑝 − 𝑘 ! 𝑛 − 1 − 𝑝 !

1 − 𝑧 𝑝−𝑘 𝑥𝑛−𝑝

1 − 𝑧 𝑝+1
, 𝑧 ≠ 1

𝑔𝑛
′ 𝑧 =

1 − 1 + 𝑛 − 1 1 − 𝑧 𝑧𝑛−1

1 − 𝑧 2

𝑔𝑛
′′ 𝑧 =

2 − 2 + 𝑛 − 2 𝑛 − 1 1 − 𝑧 2 + 2 𝑛 − 2 1 − 𝑧 𝑧𝑛−2

1 − 𝑧 3

𝑔𝑛
′′′ 𝑧 =

6 − 6 + 𝑛 − 3 𝑛 − 2 𝑛 − 1 1 − 𝑧 3 + 3 𝑛 − 3 𝑛 − 2 1 − 𝑧 2 + 6 𝑛 − 3 1 − 𝑧 𝑧𝑛−3

1 − 𝑧 4



Натуральные многочлены
Кратный интеграл степенной функции:

න … න.

𝑘

𝑥𝑛𝑑𝑘𝑥 =
𝑥𝑛+𝑘

𝑛 + 1 𝑛 + 2 … 𝑛 + 𝑘 − 1 𝑛 + 𝑘
=

𝑥𝑛+𝑘

ς𝑖=1
𝑘 𝑛 + 𝑖

Натуральные многочлены:
𝑥 + 1 = 𝑥 + 1
𝑥 + 1 𝑥 + 2 = 𝑥2 + 3𝑥 + 2
𝑥 + 1 𝑥 + 2 𝑥 + 3 = 𝑥3 + 6𝑥2 + 11𝑥 + 6
𝑥 + 1 𝑥 + 2 𝑥 + 3 𝑥 + 4 = 𝑥4 + 10𝑥3 + 35𝑥2 + 50𝑥 + 24
𝑥 + 1 𝑥 + 2 𝑥 + 3 𝑥 + 4 𝑥 + 5 = 𝑥5 + 15𝑥4 + 85𝑥3 + 225𝑥2 + 274𝑥 + 120

Рекуррентная формула:

𝑁𝑛
𝑘 = 𝑛𝑁𝑛−1

𝑘−1 + 𝑁𝑛−1
𝑘

0 1

1 1 1

2 1 3 2

3 1 6 11 6

4 1 10 35 50 24

5 1 15 85 225 274 120



Теорема Виета
Общий вид многочлена:

𝑃𝑛 𝑥 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑗𝑥𝑗 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0

Теорема о разложении многочлена:

ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑥 − 𝑥𝑖 =
1

𝑎𝑛
෍

𝑗=0

𝑝

𝑎𝑗𝑥𝑗 ⇔ 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2 … 𝑥 − 𝑥𝑛−1 𝑥 − 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 +
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
𝑥𝑛−1 + ⋯ +

𝑎1

𝑎𝑛
𝑥 +

𝑎0

𝑎𝑛

Теорема Виета:

−1 𝑛−𝑗
𝑎𝑗

𝑎𝑛
= ෍

1≤𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑛−𝑗−1<𝑖𝑛−𝑗≤𝑛

ෑ

𝑟=1

𝑛−𝑗

𝑥𝑖𝑟

−1 𝑛−𝑗
𝑎𝑗

𝑎𝑛
= ෍

𝑖1=1

𝑗+1

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑗+2

෍

𝑖3=𝑖2+1

𝑗+3

… ෍

𝑖𝑛−𝑗−2=𝑖𝑛−𝑗−3+1

𝑛−2

෍

𝑖𝑛−𝑗−1=𝑖𝑛−𝑗−2+1

𝑛−1

෍

𝑖𝑛−𝑗=𝑖𝑛−𝑗−1+1

𝑛

ෑ

𝑟=1

𝑛−𝑗

𝑥𝑖𝑟

−
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
= ෍

𝑖1=1

𝑛

𝑥𝑖1
= 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛

𝑎𝑛−2

𝑎𝑛
= ෍

𝑖1=1

𝑛−1

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛

𝑥𝑖1
𝑥𝑖2

= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + ⋯ + 𝑥1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑥𝑛−3𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−3𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−3𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−2𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1𝑥𝑛

−1 𝑛
𝑎0

𝑎𝑛
= ෑ

𝑟=1

𝑛

𝑥𝑟 = 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛−1𝑥𝑛



Теорема Виета для натурального многочлена

𝑁𝑛
𝑘 = ෍

1≤𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘−1<𝑖𝑘≤𝑛

ෑ

𝑗=1

𝑘

𝑖𝑗

𝑁𝑛
𝑘 = ෍

𝑖1=1

𝑛−𝑘+1

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛−𝑘+2

෍

𝑖3=𝑖2+1

𝑛−𝑘+3

… ෍

𝑖𝑘−2=𝑖𝑘−3+1

𝑛−2

෍

𝑖𝑘−1=𝑖𝑘−2+1

𝑛−1

෍

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1+1

𝑛

ෑ

𝑗=1

𝑘

𝑖𝑗

𝑁𝑛
1 = ෍

𝑖1=1

𝑛

𝑖1

𝑁𝑛
2 = ෍

𝑖1=1

𝑛−1

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛

𝑖1𝑖2

𝑁𝑛
3 = ෍

𝑖1=1

𝑛−2

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛−1

෍

𝑖3=𝑖2+1

𝑛

𝑖1𝑖2𝑖3

𝑁𝑛
𝑛 = ෑ

𝑗=1

𝑛

𝑗



Конечные разности степенных последовательностей

𝒌𝟐 𝟎𝟐 𝟏𝟐 𝟐𝟐 𝟑𝟐 𝟒𝟐 𝟓𝟐 𝟔𝟐 𝟕𝟐

0 0 1 4 9 16 25 36 49
1 1 3 5 7 9 11 13
2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

𝒌𝟏 𝟎𝟏 𝟏𝟏 𝟐𝟏 𝟑𝟏 𝟒𝟏 𝟓𝟏 𝟔𝟏 𝟕𝟏

0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0

𝒌𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟎 𝟐𝟎 𝟑𝟎 𝟒𝟎 𝟓𝟎 𝟔𝟎 𝟕𝟎

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

𝒌𝟑 𝟎𝟑 𝟏𝟑 𝟐𝟑 𝟑𝟑 𝟒𝟑 𝟓𝟑 𝟔𝟑 𝟕𝟑

0 0 1 8 27 64 125 216 343
1 1 7 19 37 61 91 127
6 6 12 18 24 30 36
6 6 6 6 6 6
0 0 0 0 0

𝑉𝑚 = 𝑉0
𝑚

𝑉𝑚 = 𝑉1
𝑚

𝑉𝑚 = 𝑉2
𝑚

𝑉𝑚 = 𝑉3
𝑚

𝑉0 = 0!

𝑉1 = 1!

𝑉2 = 2!

𝑉3 = 3!



Конечные разности степенных последовательностей
𝒌 + 𝟏 −𝟏 𝟏−𝟏 𝟐−𝟏 𝟑−𝟏 𝟒−𝟏 𝟓−𝟏 𝟔−𝟏 𝟕−𝟏 𝟖−𝟏

1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
-1/2 -1/2 -1/6 -1/12 -1/20 -1/30 -1/42 -1/56
1/3 1/3 1/12 1/30 1/60 1/105 1/168
-1/4 -1/4 -1/20 -1/60 -1/140 -1/280

… … … … …

𝑉𝑚 =
−1 𝑚

𝑚 + 1

𝒌 + 𝟏 −𝟐 𝟏−𝟐 𝟐−𝟐 𝟑−𝟐 𝟒−𝟐 𝟓−𝟐 𝟔−𝟐

1 1 1/4 1/9 1/16 1/25 1/36
-3/4 -3/4 -5/36 -7/144 -9/400 -11/900

11/18 11/18 13/144 47/1800 37/3600
-25/48 -25/48 -77/1200 -19/1200

… … …

𝒌 + 𝟏 −𝟑 𝟏−𝟑 𝟐−𝟑 𝟑−𝟑 𝟒−𝟑 𝟓−𝟑 𝟔−𝟑

1 1 1/8 1/27 1/64 1/125 1/216
-1/2 -7/8 -19/216 -37/1728 -61/8000 -91/27000
1/3 85/108 115/1728 1489/108000 919/216000
-1/4 -415/576 -3799/72000 -2059/216000

… … …



Конечные разности показательных последовательностей
𝟐𝒌 𝟐𝟎 𝟐𝟏 𝟐𝟐 𝟐𝟑 𝟐𝟒 𝟐𝟓 𝟐𝟔 𝟐𝟕

1 1 2 4 8 16 32 64 128
1 1 2 4 8 16 32 64
1 1 2 4 8 16 32
1 1 2 4 8 16
… … … … …

𝟑𝒌 𝟑𝟎 𝟑𝟏 𝟑𝟐 𝟑𝟑 𝟑𝟒 𝟑𝟓 𝟑𝟔 𝟑𝟕

1 1 3 9 27 81 243 729 2187
2 2 6 18 54 162 486 1458
4 4 12 36 108 324 972
8 8 24 72 216 648
… … … … …

𝟒𝒌 𝟒𝟎 𝟒𝟏 𝟒𝟐 𝟒𝟑 𝟒𝟒 𝟒𝟓 𝟒𝟔 𝟒𝟕

1 1 4 16 64 256 1024 4096 16384
3 3 12 48 192 768 3072 12288
9 9 36 144 576 2304 9216

27 27 108 432 1728 6912
… … … … …

𝑉𝑚 = 1𝑚

𝑉𝑚 = 2𝑚

𝑉𝑚 = 3𝑚



Конечные разности показательных последовательностей

−𝟏 𝒌 −𝟏 𝟎 −𝟏 𝟏 −𝟏 𝟐 −𝟏 𝟑 −𝟏 𝟒 −𝟏 𝟓 −𝟏 𝟔 −𝟏 𝟕

1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
-2 -2 2 -2 2 -2 2 -2
4 4 -4 4 -4 4 -4
-8 -8 8 -8 8 -8
… … … … …

𝟎𝒌 𝟎𝟎 𝟎𝟏 𝟎𝟐 𝟎𝟑 𝟎𝟒 𝟎𝟓 𝟎𝟔 𝟎𝟕

1 1 0 0 0 0 0 0 0
-2 -1 0 0 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0
-8 -1 0 0 0 0
… … … … …

𝟏𝒌 𝟏𝟎 𝟏𝟏 𝟏𝟐 𝟏𝟑 𝟏𝟒 𝟏𝟓 𝟏𝟔 𝟏𝟕

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
… … … … …

𝑉𝑚 = 0𝑚

𝑉𝑚 = −1 𝑚

𝑉𝑚 = −2 𝑚



Энергетические уровни молекулы
Полная энергия молекулы складывается из трёх составляющих:
-Энергия, обусловленная электронной конфигурацией

𝐸𝑛 = −
𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

2𝑛2ћ2
, 𝑛 = 1,2,3, … (для водорода)

-Энергия, связанная с колебаниями молекулы

𝐸𝜈 = 𝜈 +
1

2
ћ𝜔𝜈, 𝜈 = 0,1,2,3, …

-Энергия, связанная с вращением молекулы

𝐸𝐽 =
ћ2𝐽 𝐽 + 1

2𝐼
, 𝐽 = 0,1,2,3, …

Энергетические уровни молекулы можно 
рассматривать независимо друг от друга, так как: 
∆𝐸𝑛 ≫ ∆𝐸𝜈 ≫ ∆𝐸𝐽



Конечные разности молекулярных спектров
𝒏 1 2 3 𝟒

𝐸
−

𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

2ћ2 −
𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

2ћ2 −
𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

8ћ2 −
𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

18ћ2 −
𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

32ћ2

∆𝐸, ћ𝜔 3𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

8ћ2

3𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

8ћ2

5𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

72ћ2

7𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

288ћ2

ћ∆𝜔
−

11𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

36ћ2 −
11𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

36ћ2 −
13𝑘2𝑍2𝑚𝑒𝑒4

288ћ2

… … …

𝜈 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 4
𝐸 ћ𝜔𝜈

2

ћ𝜔𝜈

2

3ћ𝜔𝜈

2

5ћ𝜔𝜈

2

7ћ𝜔𝜈

2

9ћ𝜔𝜈

2
∆𝐸, ћ𝜔 ћ𝜔𝜈 ћ𝜔𝜈 ћ𝜔𝜈 ћ𝜔𝜈 ћ𝜔𝜈

ћ∆𝜔 0 0 0 0

𝐽 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 4
𝐸 0 0 ћ2

𝐼

3ћ2

𝐼

6ћ2

𝐼

10ћ2

𝐼
∆𝐸, ћ𝜔 ћ2

𝐼

ћ2

𝐼

2ћ2

𝐼

3ћ2

𝐼

4ћ2

𝐼
ћ∆𝜔 ћ2

𝐼

ћ2

𝐼

ћ2

𝐼

ћ2

𝐼
… 0 0 0

const:
∆𝐸 = ћ𝜔𝜈

const:

ћ∆𝜔 =
ћ2

𝐼



Вращательные спектры молекулы
Задача

Найти расстояние между ядрами молекулы CH, если интервалы между соседними 
вращательными линиями ∆𝜔 = 5,47 ∗ 1012 с−1.

Решение
Интервал между соседними вращательными линиями:

ћ∆𝜔 =
ћ2

𝐼
⇔ ∆𝜔 =

ћ

𝐼
⇔ 𝐼 =

ћ

∆𝜔
Центр инерции молекулы:

𝑚𝐻𝑥𝐻 = 𝑚𝐶𝑥𝐶 ⇔ 𝜇𝐻𝑚0𝑥𝐻 = 𝜇𝐶𝑚0𝑥𝐶 ⇔ 𝜇𝐻𝑥𝐻 = 𝜇𝐶𝑥𝐶 ⇔ 𝑥𝐻 =
𝜇𝐶𝑥𝐶

𝜇𝐻

Момент инерции молекулы:

𝐼 = 𝐼𝐻 + 𝐼𝐶 = 𝑚𝐻𝑥𝐻
2 + 𝑚𝐶𝑥𝐶

2 = 𝜇𝐻𝑚0𝑥𝐻
2 + 𝜇𝐶 𝑚0𝑥𝐶

2 =

=
𝑚0𝜇𝐶

2𝑥𝐶
2

𝜇𝐻
+ 𝜇𝐶𝑚0𝑥𝐶

2 =
𝑚0𝜇𝐶

2𝑥𝐶
2 + 𝑚0𝜇𝐶𝜇𝐻𝑥𝐶

2

𝜇𝐻
=

𝑚0𝜇𝐶 𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 𝑥𝐶
2

𝜇𝐻
⇔

⇔ 𝑥𝐶
2 =

𝜇𝐻𝐼

𝑚0𝜇𝐶 𝜇𝐶 + 𝜇𝐻
=

𝜇𝐻ћ

𝑚0𝜇𝐶 𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 ∆𝜔



Вращательные спектры молекулы
Задача

Найти расстояние между ядрами молекулы CH, если интервалы между соседними 
вращательными линиями ∆𝜔 = 5,47 ∗ 1012 с−1.

Решение
Расстояние между ядрами молекулы:

∆𝑥 = 𝑥𝐻 + 𝑥𝐶 =
𝜇𝐶𝑥𝐶

𝜇𝐻
+ 𝑥𝐶 =

𝜇𝐶𝑥𝐶 + 𝜇𝐻𝑥𝐶

𝜇𝐻
=

𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 𝑥𝐶

𝜇𝐻
⇔

⇔ ∆𝑥2=
𝜇𝐶 + 𝜇𝐻

2𝑥𝐶
2

𝜇𝐻
2 =

𝜇𝐶 + 𝜇𝐻
2

𝜇𝐻
2

𝜇𝐻ћ

𝑚0𝜇𝐶 𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 ∆𝜔
=

𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 ћ

𝑚0𝜇𝐶𝜇𝐻∆𝜔
⇔

⇔ ∆𝑥 =
𝜇𝐶 + 𝜇𝐻 ћ

𝑚0𝜇𝐶𝜇𝐻∆𝜔
=

12 + 1 ∗ 1,05 ∗ 10−34 Дж ∗ с

1,66 ∗ 10−27кг ∗ 12 ∗ 1 ∗ 5,47 ∗ 1012 с−1 = 112 пм



Разностный и биномиальный треугольники
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 6 6

4 0 1 14 36 24

5 0 1 30 150 240 120

6 0 1 62 540 1560 1800 720

7 0 1 126 1806 8400 16800 15120 5040

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

𝑉𝑛
𝑘 = 𝑘 𝑉𝑛−1

𝑘−1 + 𝑉𝑛−1
𝑘

𝐶𝑛
𝑘 = 𝐶𝑛−1

𝑘−1 + 𝐶𝑛−1
𝑘



Явные формулы разностных и биномиальных коэффициентов
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 6 6

4 0 1 14 36 24

5 0 1 30 150 240 120

6 0 1 62 540 1560 1800 720

7 0 1 126 1806 8400 16800 15120 5040

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! 𝑛 − 𝑘 !
𝑉𝑛

𝑘 = 𝑉𝑛
𝑛−𝑙 =

𝑛!

2𝑙 !
෍

𝑗=0

𝑙

𝛾𝑙
𝑙−𝑗

𝑛𝑗
𝑙𝑙 ⋯ 𝑙0

⋮ ⋱ ⋮
2𝑙 𝑙 ⋯ 2𝑙 0

𝛾𝑙
0

⋮
𝛾𝑙

𝑙
=

𝑉𝑙
0 2𝑙 !/𝑙!

⋮
𝑉2𝑙

𝑙 2𝑙 !/ 2𝑙 !

22 21 20

32 31 30

42 41 40

𝛾2
0

𝛾2
1

𝛾2
2

=

𝑉2
04!/2!

𝑉3
14!/3!

𝑉4
24!/4!

⇔
4 2 1
9 3 1

16 4 1

𝛾2
0

𝛾2
1

𝛾2
2

=
0
4

14
⇔

𝛾2
0

𝛾2
1

𝛾2
2

=
4 2 1
9 3 1

16 4 1

−1 0
4

14
=

3
−11
10

⇒ ൞

𝛾2
0 = 3

𝛾2
1 = −11

𝛾2
2 = 10

𝑉𝑛
𝑛−2 =

𝑛!

4!
෍

𝑗=0

2

𝛾2
2−𝑗

𝑛𝑗 =
𝑛!

24
3𝑛2 − 11𝑛 + 10 𝒍 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔 𝟕 …

𝑉𝑛
𝑛−2 𝑉2

0 𝑉3
1 𝑉4

2 𝑉5
3 𝑉6

4 𝑉7
5 …

𝑉𝑛
𝑛−2 0 1 14 150 1560 16800 …



Переходные треугольники

0 1
1 0 1
2 0 1 2
3 0 1 3 2
4 0 1 4 5 2
5 0 1 5 9 7 2

𝐵𝑛
𝑘 = ൝

𝑘 𝐵𝑛−1
𝑘−1 + 𝐵𝑛−1

𝑘 , 𝑛 ≤ 2

𝐵𝑛−1
𝑘−1 + 𝐵𝑛−1

𝑘 , 𝑛 > 2

𝑇𝑛
𝑘 = ൝

𝑘 𝑇𝑛−1
𝑘−1 + 𝑇𝑛−1

𝑘 , 𝑛 ≤ 3

𝑇𝑛−1
𝑘−1 + 𝑇𝑛−1

𝑘 , 𝑛 > 3

0 1
1 0 1
2 0 1 2
3 0 1 6 6
4 0 1 7 12 6
5 0 1 8 19 18 6

0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 2 1
4 0 1 3 3 1
5 0 1 4 6 4 1

𝑌𝑛
𝑘 = ൝

𝑘 𝑌𝑛−1
𝑘−1 + 𝑌𝑛−1

𝑘 , 𝑛 ≤ 1

𝑌𝑛−1
𝑘−1 + 𝑌𝑛−1

𝑘 , 𝑛 > 1



Синусы кратных углов
𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 sin 𝟐𝒏 + 𝟏 𝜶 𝒏 𝟐𝒏 + 𝟐 sin 𝟐𝒏 + 𝟐 𝜶

0 1 sin 𝛼 0 2 cos 𝛼 2 sin 𝛼

1 3 3 sin 𝛼 − 4 sin3 𝛼 1 4 cos 𝛼 4 sin 𝛼 − 8 sin3 𝛼

2 5 5 sin 𝛼 − 20 sin3 𝛼 + 16 sin5 𝛼 2 6 cos 𝛼 6 sin 𝛼 − 32 sin3 𝛼 + 32 sin5 𝛼

3 7 7 sin 𝛼 − 56 sin3 𝛼 + 112 sin5 𝛼 − 64 sin7 𝛼 3 8 cos 𝛼 8 sin 𝛼 − 80 sin3 𝛼 + 192 sin5 𝛼 − 128 sin7 𝛼

4 9 9 sin 𝛼 − 120 sin3 𝛼 + 432 sin5 𝛼 − 576 sin7 𝛼 + 256 sin9 𝛼 4 10 cos 𝛼 10 sin 𝛼 − 160 sin3 𝛼 + 672 sin5 𝛼 − 1024 sin7 𝛼 + 512 sin9 𝛼

𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 sin 𝟐𝒏 + 𝟏 𝜶 𝒏 𝟐𝑛 + 𝟐 sin 𝟐𝒏 + 𝟐 𝜶

0 1 sin 𝛼 0 2 sin 𝛼 2 cos 𝛼

1 3 sin 𝛼 −1 + 4 cos2 𝛼 1 4 sin 𝛼 −4 cos 𝛼 + 8 cos3 𝛼

2 5 sin 𝛼 1 − 12 cos2 𝛼 + 16 cos4 𝛼 2 6 sin 𝛼 6 cos 𝛼 − 32 cos3 𝛼 + 32 cos5 𝛼

3 7 sin 𝛼 −1 + 24 cos2 𝛼 − 80 cos4 𝛼 + 64 cos6 𝛼 3 8 sin 𝛼 −8 cos 𝛼 + 80 cos3 𝛼 − 192 cos5 𝛼 + 128 cos7 𝛼

4 9 sin 𝛼 1 − 40 cos2 𝛼 + 240 cos4 𝛼 − 448 cos6 𝛼 + 256 cos8 𝛼 4 10 sin 𝛼 10 cos 𝛼 − 160 cos3 𝛼 + 672 cos5 𝛼 − 1024 cos7 𝛼 + 512 cos9 𝛼

Через синусы:

Через косинусы:



Косинусы кратных углов

𝒏 𝟐𝑛 + 𝟏 cos 𝟐𝒏 + 𝟏 𝜶 𝒏 𝟐𝑛 + 𝟐 cos 𝟐𝒏 + 𝟐 𝜶

0 1 cos 𝛼 0 2 −1 + 2 cos2 𝛼

1 3 −3 cos 𝛼 + 4 cos3 𝛼 1 4 1 − 8 cos2 𝛼 + 8 cos4 𝛼

2 5 5 cos 𝛼 − 20 cos3 𝛼 + 16 cos5 𝛼 2 6 −1 + 18 cos2 𝛼 − 48 cos4 𝛼 + 32 cos6 𝛼

3 7 −7 cos 𝛼 + 56 cos3 𝛼 − 112 cos5 𝛼 + 64 cos7 𝛼 3 8 1 − 32 cos2 𝛼 + 160 cos4 𝛼 − 256 cos6 𝛼 + 128 cos8 𝛼

4 9 9 cos 𝛼 − 120 cos3 𝛼 + 432 cos5 𝛼 − 576 cos7 𝛼 + 256 cos9 𝛼 4 10 −1 + 50 cos2 𝛼 − 400 cos4 𝛼 + 1120 cos6 𝛼 − 1280 cos8 𝛼 + 512 cos10 𝛼

𝑛 2𝑛 + 1 𝑐𝑜𝑠 2𝑛 + 1 𝛼 𝑛 2𝑛 + 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑛 + 2 𝛼

0 1 𝑐𝑜𝑠 𝛼 0 2 1 − 2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

1 3 𝑐𝑜𝑠 𝛼 1 − 4 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 1 4 1 − 8 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 8 𝑠𝑖𝑛4 𝛼

2 5 𝑐𝑜𝑠 𝛼 1 − 12 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 16 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 2 6 1 − 18 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 48 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 − 32 𝑠𝑖𝑛6 𝛼

3 7 𝑐𝑜𝑠 𝛼 1 − 24 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 80 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 − 64 𝑠𝑖𝑛6 𝛼 3 8 1 − 32 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 160 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 − 256 𝑠𝑖𝑛6 𝛼 + 128 𝑠𝑖𝑛8 𝛼

4 9 𝑐𝑜𝑠 𝛼 1 − 40 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 240 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 − 448 𝑠𝑖𝑛6 𝛼 + 256 𝑠𝑖𝑛8 𝛼 4 10 1 − 50 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 400 𝑠𝑖𝑛4 𝛼 − 1120 𝑠𝑖𝑛6 𝛼 + 1280 𝑠𝑖𝑛8 𝛼 − 512 𝑠𝑖𝑛10 𝛼

Через синусы:

Через косинусы:



Нечётный синус через синус
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 3 2

4 0 1 4 5 2

5 0 1 5 9 7 2

6 0 1 6 14 16 9 2

7 0 1 7 20 30 25 11 2

8 0 1 8 27 50 55 36 13 2

9 0 1 9 35 77 105 91 49 15 2

10 0 1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

0 1 1

1 3 3 1

2 5 5 5 1

3 7 7 14 7 1

4 9 9 30 27 9 1

𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 sin 𝟐𝒏 + 𝟏 𝜶

0 1 sin 𝛼

1 3 3 sin 𝛼 − 4 sin3 𝛼

2 5 5 sin 𝛼 − 20 sin3 𝛼 + 16 sin5 𝛼

3 7 7 sin 𝛼 − 56 sin3 𝛼 + 112 sin5 𝛼 − 64 sin7 𝛼

4 9 9 sin 𝛼 − 120 sin3 𝛼 + 432 sin5 𝛼 − 576 sin7 𝛼 + 256 sin9 𝛼



Чётный косинус через косинус
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 3 2

4 0 1 4 5 2

5 0 1 5 9 7 2

6 0 1 6 14 16 9 2

7 0 1 7 20 30 25 11 2

8 0 1 8 27 50 55 36 13 2

9 0 1 9 35 77 105 91 49 15 2

10 0 1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

𝒏 𝟐𝑛 + 𝟐 cos 𝟐𝒏 + 𝟐 𝜶

0 2 −1 + 2 cos2 𝛼

1 4 1 − 8 cos2 𝛼 + 8 cos4 𝛼

2 6 −1 + 18 cos2 𝛼 − 48 cos4 𝛼 + 32 cos6 𝛼

3 8 1 − 32 cos2 𝛼 + 160 cos4 𝛼 − 256 cos6 𝛼 + 128 cos8 𝛼

4 10 −1 + 50 cos2 𝛼 − 400 cos4 𝛼 + 1120 cos6 𝛼 − 1280 cos8 𝛼 + 512 cos10 𝛼

0 2 1

1 4 4 1

2 6 9 6 1

3 8 16 20 8 1

4 10 25 50 35 10 1



Тригонометрические формулы кратных углов

Кратные углы sin 𝜶 оэ cos 𝜶 оэ

sin 2𝑛 + 1 𝛼
෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑘22𝑘𝐵2+𝑛+𝑘
1+𝑛−𝑘 sin2𝑘+1 𝛼

𝐵2
1

sin 𝛼 ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑛−𝑘22𝑘𝐶𝑛+𝑘
𝑛−𝑘 cos2𝑘 𝛼

𝐶0
0

sin 2𝑛 + 2 𝛼
cos 𝛼 ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑘22𝑘+1𝐶1+𝑛+𝑘
𝑛−𝑘 sin2𝑘+1 𝛼

𝐶1
0

sin 𝛼 ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑛−𝑘22𝑘+1𝐶1+𝑛+𝑘
𝑛−𝑘 cos2𝑘+1 𝛼

𝐶1
0

cos 2𝑛 + 1 𝛼
cos 𝛼 ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑘22𝑘𝐶𝑛+𝑘
𝑛−𝑘 sin2𝑘 𝛼

𝐶0
0

෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑛−𝑘22𝑘𝐵2+𝑛+𝑘
1+𝑛−𝑘 cos2𝑘+1 𝛼

𝐵2
1

cos (2𝑛 + 2)𝛼
1 − ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑘22𝑘+1𝐵3+𝑛+𝑘
1+𝑛−𝑘 sin2𝑘+2 𝛼

𝐵3
1

−1 𝑛+1 + ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑛−𝑘22𝑘+1𝐵3+𝑛+𝑘
1+𝑛−𝑘 cos2𝑘+2 𝛼

𝐵3
1



Применение кратных углов в механике
Задача

Из нижней точки боковой грани треугольной призмы массой 𝑀, плотностью 𝜌 и 
высотой ℎ с начальной скоростью 𝑣1 вверх по грани под углом 𝛼 был запущен 
лёгкий маленький кубик массой 𝑚. Дойдя до верхней точки призмы, он съехал по 
смежной грани вниз, причём в нижней точке имел скорость 𝑣3. Определить его 
скорость 𝑣2 в верхней точке призмы. Коэффициент трения скольжения 𝜇.

𝑣1
𝑣1

𝑣3 𝑣3

𝑣2 𝑣2

𝛼 𝛼

𝑣

𝑣



Применение кратных углов в механике
Решение

Второй закон Ньютона для кубика в векторной форме:

𝑚 Ԧ𝑎 = 𝑁 + 𝐹т + 𝐹тр

Второй закон Ньютона для кубика в проекции на ось Y:
-подъём: 0 = 𝑁1 − 𝐹т cos 𝛼 ⇔ 𝑁1 = 𝐹т cos 𝛼 = 𝑚𝑔 cos 𝛼
-спуск: 0 = 𝑁2 − 𝐹т cos 90° − 𝛼 = 𝑁2 − 𝐹т sin 𝛼 ⇔ 𝑁1 = 𝐹т sin 𝛼 = 𝑚𝑔 sin 𝛼
Второй закон Ньютона для кубика в проекции на ось X:
-подъём: 𝑚𝑎1 = 𝐹т sin 𝛼 + 𝐹тр1 = 𝑚𝑔 sin 𝛼 + 𝜇𝑁1 = 𝑚𝑔 sin 𝛼 + 𝜇𝑚𝑔 cos 𝛼 ⇔

⇔ 𝑎1 = 𝑔 sin 𝛼 + 𝜇 cos 𝛼 ⇔ 𝑙1 =
𝑣2

2 − 𝑣1
2

2𝑎1
=

𝑣2
2 − 𝑣1

2

2𝑔 sin 𝛼 + 𝜇 cos 𝛼
-спуск: 𝑚𝑎2 = 𝐹т sin 90° − 𝛼 − 𝐹тр2 = 𝑚𝑔 cos 𝛼 − 𝜇𝑁2 = 𝑚𝑔 cos 𝛼 − 𝜇𝑚𝑔 sin 𝛼 ⇔

⇔ 𝑎2= 𝑔 cos 𝛼 − 𝜇 sin 𝛼 ⇔ 𝑙2 =
𝑣3

2 − 𝑣2
2

2𝑎2
=

𝑣3
2 − 𝑣2

2

2𝑔 cos 𝛼 − 𝜇 sin 𝛼



Применение кратных углов в механике
Масса призмы:

𝑀 = 𝜌𝑉 = 𝜌ℎ𝑆 = 𝜌ℎ ∗
𝑙1𝑙2

2
=

𝜌ℎ

2
∗ 𝑙1𝑙2 =

𝜌ℎ

2
∗

𝑣2
2 − 𝑣1

2

2𝑔 sin 𝛼 + 𝜇 cos 𝛼
∗

𝑣3
2 − 𝑣2

2

2𝑔 cos 𝛼 − 𝜇 sin 𝛼

𝑣2
2 − 𝑣1

2 𝑣3
2 − 𝑣2

2 =
8𝑀𝑔2 sin 𝛼 + 𝜇 cos 𝛼 cos 𝛼 − 𝜇 sin 𝛼

𝜌ℎ

𝑣2
4 − 𝑣3

2 + 𝑣1
2 𝑣2

2 + 𝑣1
2𝑣3

2 +
8𝑀𝑔2 sin 𝛼 cos 𝛼 − 𝜇2 sin 𝛼 cos 𝛼 + 𝜇 cos2 𝛼 − 𝜇 sin2 𝛼

𝜌ℎ
= 0

𝑣2
4 − 𝑣3

2 + 𝑣1
2 𝑣2

2 + 𝑣1
2𝑣3

2 +

8𝑀𝑔2 2 sin 𝛼 cos 𝛼
2 1 − 𝜇2 + 𝜇 cos2 𝛼 − sin2 𝛼

𝜌ℎ
= 0

𝑣2
4 − 𝑣3

2 + 𝑣1
2 𝑣2

2 + 𝑣1
2𝑣3

2 +
4𝑀𝑔2 sin 2𝛼 1 − 𝜇2 + 2𝜇 cos 2𝛼

𝜌ℎ
= 0

𝑣2 = ±1

𝑣3
2 + 𝑣1

2 ±2 𝑣3
2 − 𝑣1

2 2 −
16𝑀𝑔2 sin 2𝛼 1 − 𝜇2 + 2𝜇 cos 2𝛼

𝜌ℎ

2



Половинный угол

Область применимости 𝛼 ∈ 4𝜋𝑘; 2𝜋 2𝑘 + 1 , 𝑘 ∈ ℤ 𝛼 ∈ 2𝜋 2𝑘 − 1 ; 4𝜋𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ

sin
𝛼

2 1 − cos 𝛼

2
−

1 − cos 𝛼

2

Область применимости 𝛼 ∈ 𝜋 4𝑘 − 1 ; 𝜋 4𝑘 + 1 , 𝑘 ∈ ℤ 𝛼 ∈ 𝜋 4𝑘 + 1 ; 𝜋 4𝑘 + 3 , 𝑘 ∈ ℤ

cos
𝛼

2 1 + cos 𝛼

2
−

1 + cos 𝛼

2

sin 15° =
1 − cos 30°

2
=

1 −
3

2
2

=
2 − 3

2
; cos 15° =

1 + cos 30°

2
=

1 +
3

2
2

=
2 + 3

2
; tg 15° =

sin 15°

cos 15°
= 2 − 3

cos 2𝛼 = 2 cos2 𝛼 − 1 = 1 − 2 sin2 𝛼



Третичный угол

Формула третичного угла Область применимости, 𝑘 ∈ ℤ

sin
𝛼

3

3 − sin 𝑎 + 𝑖 cos 𝑎 +
3

− sin 𝑎 − 𝑖 cos 𝑎

2
𝛼 ∈

𝜋

2
12𝑘 + 1 ;

𝜋

2
12𝑘 + 5 ∪

𝜋

2
12𝑘 + 9

sin
𝛼

3
−3 − sin 𝑎 + 𝑖 cos 𝑎 −

3
− sin 𝑎 − 𝑖 cos 𝑎 + 𝑖 3 3 − sin 𝑎 + 𝑖 cos 𝑎 −

3
− sin 𝑎 − 𝑖 cos 𝑎

4
𝛼 ∈

𝜋

2
12𝑘 − 7 ;

𝜋

2
12𝑘 − 3 ∪

𝜋

2
12𝑘 + 1

sin
𝛼

3
−

3
− sin 𝑎 − 𝑖 cos 𝑎 − 3 − sin 𝑎 + 𝑖 cos 𝑎 + 𝑖 3

3
− sin 𝑎 − 𝑖 cos 𝑎 − 3 − sin 𝑎 + 𝑖 cos 𝑎

4
𝛼 ∈

𝜋

2
12𝑘 − 3 ;

𝜋

2
12𝑘 + 1 ∪

𝜋

2
12𝑘 + 5

cos
𝛼

3

3 cos 𝑎 + 𝑖 sin 𝑎 +
3

cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎

2

𝛼 ∈ 𝜋 6𝑘 − 1 ; 𝜋 6𝑘 + 1 ∪ 𝜋 6𝑘 + 3

cos
𝛼

3
−3 cos 𝑎 + 𝑖 sin 𝑎 −

3
cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎 + 𝑖 3 3 cos 𝑎 + 𝑖 sin 𝑎 −

3
cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎

4

𝛼 ∈ 𝜋 6𝑘 + 1 ; 𝜋 6𝑘 + 3 ∪ 𝜋 6𝑘 + 5

cos
𝛼

3
−

3
cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎 − 3 cos 𝑎 + 𝑖 sin 𝑎 + 𝑖 3

3
cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎 − 3 cos 𝑎 + 𝑖 sin 𝑎

4

𝛼 ∈ 𝜋 6𝑘 − 3 ; 𝜋 6𝑘 − 1 ∪ 𝜋 6𝑘 + 1

sin 3𝛼 = 3 sin 𝛼 − 4 sin3 𝛼 cos 3𝛼 = 4 cos3 𝛼 − 3 cos 𝛼
Функция

sin 10° =
−

3
− sin 30° − 𝑖 cos 30° −

3
− sin 30° + 𝑖 cos 30° + 𝑖 3

3
− sin 30° − 𝑖 cos 30° −

3
− sin 30° + 𝑖 cos 30°

4

sin 10° =
−

3
−4 − 4𝑖 3 −

3
−4 + 4𝑖 3 + 𝑖 3

3
−4 − 4𝑖 3 −

3
−4 + 4𝑖 3

4



Золотое сечение
sin 5𝛼 = sin 𝛼 1 − 12 cos2 𝛼 + 16 cos4 𝛼
sin 180° = sin 36° 1 − 12 cos2 36° + 16 cos4 36°
0 = sin 36° 1 − 12 cos2 36° + 16 cos4 36°
1 − 12 cos2 36° + 16 cos4 36° = 0
1 − 12𝑥2 + 16𝑥4 = 0, 𝑥 = cos 36°
16𝑡2 − 12𝑡 + 1 = 0, 𝑡 = 𝑥2

𝑡 =
3 ± 5

8

𝑥 = ±1

3 ±2 5

8
= ±1

6 ±2 2 5

4
= ±1

5 ±2 2 5 + 1

4
=

= ±1

5 ±2 1
2

4
= ±1

5 ±2 1

4
= ±1

5 ±2 1

4

cos 36° =
5 + 1

4

𝜑 = 2 cos 36° =
5 + 1

2
≈ 1,618

Бесконечная электрическая цепь

𝑅 = 𝜑𝑟

Золотой треугольник

Молекула воды

1,53

0,97
= 1,58 ≈ 𝜑



Золотое сечение в квантовом мире
Пятиугольник и пятиконечная звезда Магнитные свойства ниобата кобальта

Учёные из Oxford and Bristol Universities и Rutherford Appleton Laboratory (Великобритания) исследовали

на наноуровне магнитные свойства ниобата кобальта 𝐶𝑜𝑁𝑏2𝑂6 шириной в одну молекулу. Если

воздействовать на этот материал магнитным полем под выверенным точно углом, то можно перевести

магнитную составляющую поля в новое квантовое состояние, называемое критическим. Вслед за

изменениями в направлении поля, маленькие «магнитики» стали резонировать. Чтобы выделить

«резонирующие ноты», исследователи выстрелили по молекулам ниобата кобальта нейтронами и

заметили, что цепочки атомов действуют подобно гитарной струне, генерирующей колебания различных

тонов (нот). При этом первые два тона находятся в «золотом» отношении друг к другу, то есть 1,618. Этот

экспериментальный факт является отражением скрытой симметрии, основанной на «Золотом сечении»,

которая существует в квантовом мире.



Золотое сечение в электростатике и теории гравитации
Задача

(А) Найти расстояние над поверхностью Земли, на
котором сила тяжести будет такой же, как и на
соответствующем расстоянии под поверхностью Земли.
(Б) Найти расстояние над поверхностью заряженного
шара, на котором сила Кулона будет такой же, как и на
соответствующем расстоянии под поверхностью шара.

Решение
Закон всемирного тяготения / закон Кулона:

𝐹 𝑟 =
𝐺𝑀𝑚

𝑟2

𝐹 𝑟 =
𝑘𝑒𝑄𝑞

𝑟2

⇒ 𝐹 𝑟 =
𝐶

𝑟2

𝐹 𝑟 =

𝐶

𝑅 + ℎ 2
, 𝑟 > 𝑅

𝐶

𝑅 − ℎ 2
∗

𝑉 𝑅 − ℎ

𝑉 𝑅
, 𝑟 < 𝑅



Золотое сечение в электростатике и теории гравитации

𝐹 𝑟 =

𝐶

𝑅 + ℎ 2
, 𝑟 > 𝑅

𝐶

𝑅 − ℎ 2
∗

𝑅 − ℎ 3

𝑅3
, 𝑟 < 𝑅

𝐹 𝑟 =

𝐶

𝑅 + ℎ 2
, 𝑟 > 𝑅

𝐶 𝑅 − ℎ

𝑅3
, 𝑟 < 𝑅

𝐶

𝑅 + ℎ 2
=

𝐶 𝑅 − ℎ

𝑅3
⇔ 𝑅 + ℎ 2 𝑅 − ℎ = 𝑅3 ⇔ 𝑅 + ℎ 𝑅 + ℎ 𝑅 − ℎ = 𝑅3 ⇔

⇔ 𝑅 + ℎ 𝑅2 − ℎ2 = 𝑅3 ⇔ 𝑅3 − ℎ2𝑅 + ℎ𝑅2 − ℎ3 = 𝑅3 ⇔ −ℎ2𝑅 + ℎ𝑅2 − ℎ3 = 0 ⇔
⇔ ℎ3 + 𝑅ℎ2 − 𝑅2ℎ = 0 ⇔ ℎ ℎ2 + 𝑅ℎ − 𝑅2 = 0 ⇔ ℎ2 + 𝑅ℎ − 𝑅2 = 0 ⇔

⇔ ℎ =
−𝑅 ± 𝑅2 + 4𝑅2

2
=

−𝑅 ± 5𝑅2

2
=

−𝑅 ± 𝑅 5

2
=

−1 ± 5

2
𝑅 ⇔

⇔ ℎ =
−1 + 5

2
𝑅 =

5 − 1

2
𝑅 =

5 − 1 5 + 1

2 5 + 1
𝑅 =

5
2

− 12

2 5 + 1
𝑅 =

4

2 5 + 1
𝑅 =

2

5 + 1
𝑅 =

𝑅

𝜑



Теория радикалов
𝒏 𝑷𝒏 𝒙 = 𝟎 Решение

1 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0
−

𝑏

𝑎

2 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 −𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

3 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0 Формула Кардано

4 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒 = 0 Метод Феррари

5 𝑎𝑥5 + 𝑏𝑥4 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥2 + 𝑒𝑥 + 𝑓 = 0 Нет аналитического решения

Теорема Абеля-Руффини:
Не существует общей аналитической формулы, позволяющей выразить в радикалах корни алгебраического
уравнения степени больше 4-й через его коэффициенты.
Подход классической алгебры:

𝑥4 − 10𝑥2 + 1 = 0 ⇔ 𝑡2 − 10𝑡 + 1 = 0, 𝑡 = 𝑥2 ⇔ 𝑡 = 5 ± 2 6 ⇔ 𝑥2 = 5 ± 2 6 ⇔

⇔ 𝑥 = ±1 5 ±2 2 6 = ±1 3 ±2 2 6 + 2 = ±1 3 ±2 2
2

= ±1 3 ±2 2 = ±1 3 ±2 2 = ±1 3 ±3 2

Подход теории радикалов:

𝑥 = 2 + 3 ⇔ 2 = 𝑥 − 3 ⇔ 2 = 𝑥 − 3
2

⇔ 2 = 𝑥2 − 2 3𝑥 + 3 ⇔ 𝑥2 + 1 = 2 3𝑥 ⇔
⇔ 𝑥2 + 1 2 = 12𝑥2 ⇔ 𝑥4 + 2𝑥2 + 1 = 12𝑥2 ⇔ 𝑥4 − 10𝑥2 + 1 = 0



Квадратная радикальная задача
Квадратный бирадикал

𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 𝟐𝑛+𝟏 𝑎 + 𝑏
𝟐𝑛+𝟏

𝑎2 𝑃𝟐𝒏+𝟏 𝑥

1 3 𝟑 𝑎 + 𝑏
𝟑

𝑎2 𝑥3 − 3𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑎2𝑏3

2 5 𝟓 𝑎 + 𝑏
𝟓

𝑎2 𝑥5 − 5𝑎𝑏2𝑥2 − 5𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑎2𝑏5

3 7 𝟕 𝑎 + 𝑏
𝟕

𝑎2 𝑥7 − 7𝑎𝑏3𝑥3 − 14𝑎𝑏2𝑥2 − 7𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑎2𝑏7

4 9 𝟗 𝑎 + 𝑏
𝟗

𝑎2 𝑥9 − 9𝑎𝑏4𝑥4 − 30𝑎𝑏3𝑥3 − 27𝑎𝑏2𝑥2 − 9𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑎2𝑏9

5 11 𝟏𝟏 𝑎 + 𝑏
𝟏𝟏

𝑎2 𝑥11 − 11𝑎𝑏5𝑥5 − 55𝑎𝑏4𝑥4 − 77𝑎𝑏3𝑥3 − 44𝑎𝑏2𝑥2 − 11𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑎2𝑏11

Квадратный бирадикал

𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 𝟐𝑛+𝟏

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝𝟐𝑛+𝟏 +
𝟐𝑛+𝟏

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝𝟐𝒏+𝟏
𝑸𝟐𝒏+𝟏 𝑥

1 3 3

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝3 +
3

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝3
𝑥3 − 3𝑝𝑥 − 2𝑞

2 5 5

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝5 +
5

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝5
𝑥5 − 5𝑝𝑥3 + 5𝑝2𝑥 − 2𝑞

3 7 7

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝7 +
7

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝7
𝑥7 − 7𝑝𝑥5 + 14𝑝2𝑥3 − 7𝑝3𝑥 − 2𝑞

4 9 9

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝9 +
9

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝9
𝑥9 − 9𝑝𝑥7 + 27𝑝2𝑥5 − 30𝑝3𝑥3 + 9𝑝4𝑥 − 2𝑞

5 11 11

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝11 +
11

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝11
𝑥11 − 11𝑝𝑥9 + 44𝑝2𝑥7 − 77𝑝3𝑥5 + 55𝑝4𝑥3 − 11𝑝5𝑥 − 2𝑞

Квадратный вложенный сопряжённый бирадикал



Квадратный вложенный сопряжённый бирадикал
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 3 2

4 0 1 4 5 2

5 0 1 5 9 7 2

6 0 1 6 14 16 9 2

7 0 1 7 20 30 25 11 2

8 0 1 8 27 50 55 36 13 2

9 0 1 9 35 77 105 91 49 15 2

10 0 1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

1 3 1 3

2 5 1 5 5

3 7 1 7 14 7

4 9 1 9 27 30 9

5 11 1 11 55 77 44 11

𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 𝑸𝟐𝒏+𝟏 𝒙

1 3 𝑥3 − 3𝑝𝑥 − 2𝑞

2 5 𝑥5 − 5𝑝𝑥3 + 5𝑝2𝑥 − 2𝑞

3 7 𝑥7 − 7𝑝𝑥5 + 14𝑝2𝑥3 − 7𝑝3𝑥 − 2𝑞

4 9 𝑥9 − 9𝑝𝑥7 + 27𝑝2𝑥5 − 30𝑝3𝑥3 + 9𝑝4𝑥 − 2𝑞

5 11 𝑥11 − 11𝑝𝑥9 + 44𝑝2𝑥7 − 77𝑝3𝑥5 + 55𝑝4𝑥3 − 11𝑝5𝑥 − 2𝑞



Решение квадратной радикальной задачи
Квадратный бирадикал:

𝑥 = 2𝑛+1 𝑎 + 𝑏
2𝑛+1

𝑎2

𝑃2𝑛+1 𝑥 = 𝑥2𝑛+1 − 𝑎2𝑏2𝑛+1 − ෍

𝑘=0

𝑛

𝐵2+2𝑛−𝑘
1+𝑘 𝑎𝑏𝑘𝑥𝑘

(𝐵2
1 - образующий элемент)

Квадратный вложенный сопряжённый бирадикал:

𝑥 =
2𝑛+1

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝2𝑛+1 +
2𝑛+1

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝2𝑛+1

𝑄2𝑛+1 𝑥 = −2𝑞 + ෍

𝑘=0

𝑛

−1 𝑛−𝑘𝐵2+𝑛+𝑘
1+𝑛−𝑘𝑝𝑛−𝑘𝑥2𝑘+1

(𝐵2
1 - образующий элемент)



Формула Кардано
Пример решения уравнения 7-й степени:
𝑥7 − 378𝑥3 − 252𝑥2 − 42𝑥 − 8 750 = 0

𝑥 =
7

2 + 3
7

4
Пример решения уравнения 11-й степени:
𝑥11 − 33𝑥9 + 396𝑥7 − 2079𝑥5 + 4455𝑥3 − 2673𝑥 − 842 = 0

𝑥 =
11

421 + 94 +
11

421 − 94

Общий вид решения уравнения 3-й степени:
𝑥3 − 3𝑝𝑥 − 2𝑞 = 0

𝑥 =
3

𝑞 + 𝑞2 − 𝑝3 +
3

𝑞 − 𝑞2 − 𝑝3

Формула Кардано:
𝑥3 + 𝑝′𝑥 + 𝑞′ = 0, 𝑝′ = −3𝑝𝑥, 𝑞′ = −2𝑞

𝑥 =
3

−
𝑞′

2
+

𝑞′

2

2

+
𝑝′

3

3

+
3

−
𝑞′

2
−

𝑞′

2

2

+
𝑝′

3

3



Применение формулы Кардано в механике
Задача

В бассейне, наполненном жидкостью плотностью 𝜌ж , плавает кубик
плотностью 𝜌к, на котором стоит груз массой 𝑀. Какова длина ребра кубика 𝑑,
если он погружён в жидкость на глубину ℎж?

Решение
Второй закон Ньютона для кубика в векторной форме:

𝑃 + 𝐹т + 𝐹𝐴 = 0
Второй закон Ньютона в проекции на ось Y:
𝑃 + 𝐹т = 𝐹𝐴

𝑀𝑔 + 𝑚к𝑔 = 𝑚ж𝑔
𝑀 + 𝑚к = 𝑚ж

𝑀 + 𝜌к𝑉к = 𝜌ж𝑉ж

𝑀 + 𝜌к𝑑3 = 𝜌жℎж𝑑2

𝜌к𝑑3 − 𝜌жℎж𝑑2 + 𝑀 = 0



Применение формулы Кардано в механике
Основная алгебраическая подстановка:
𝜌к𝑑3 − 𝜌жℎж𝑑2 + 𝑀 = 0

𝑑3 −
𝜌жℎж

𝜌к
𝑑2 +

𝑀

𝜌к
= 0

𝐷 +
𝜌жℎж

3𝜌к

3

−
𝜌жℎж

𝜌к
𝐷 +

𝜌жℎж

3𝜌к

2

+
𝑀

𝜌к
= 0, 𝑑 = 𝐷 +

𝜌жℎж

3𝜌к

𝐷3 −
𝜌ж

2ℎж
2

3𝜌к
2 𝐷 +

27𝜌к
2𝑀 − 2𝜌ж

3ℎж
3

27𝜌к
3 = 0

Формула Кардано:

𝐷 =
1

3𝜌𝑘

3 2𝜌ж
3ℎж

3 − 27𝜌к
2𝑀 + 3𝜌к 81𝜌к

2𝑀2 − 12𝜌ж
3ℎж

3 𝑀

2
+

3 2𝜌ж
3ℎж

3 − 27𝜌к
2𝑀 − 3𝜌к 81𝜌к

2𝑀2 − 12𝜌ж
3ℎж

3 𝑀

2

𝑑 =
1

3𝜌𝑘
𝜌жℎж +

3 2𝜌ж
3ℎж

3 − 27𝜌к
2𝑀 + 3𝜌к 81𝜌к

2𝑀2 − 12𝜌ж
3ℎж

3 𝑀

2
+

3 2𝜌ж
3ℎж

3 − 27𝜌к
2𝑀 − 3𝜌к 81𝜌к

2𝑀2 − 12𝜌ж
3ℎж

3 𝑀

2



Величину элемента переходного треугольника m-го порядка, расположенного на k-й
позиции в n-й строке, можно выразить через линейную комбинацию разностных и
биномиальных коэффициентов:

𝑚
𝑃𝑛

𝑘 = ෍

𝑖=0

𝑚

𝐶𝑛−𝑚
𝑘−𝑖 𝑉𝑚

𝑖

Величину L-й степени числа q можно также выразить через элемент переходного
треугольника L-го порядка, расположенный в q-й позиции на q+L-й строке:

𝑞𝐿 =
𝐿

𝑃𝑞+𝐿
𝑞

= ෍

𝑖=0

𝐿

𝐶𝑞
𝑖 𝑉𝐿

𝑖

Сумму L-х степеней первых q-х натуральных чисел также можно выразить через через
элемент переходного треугольника L-го порядка, расположенный в q-й позиции
на q+L+1-й строке:

𝜎𝑞
𝐿 = ෍

𝑖=0

𝑞

𝑖𝐿 =
𝐿

𝑃𝑞+𝐿+1
𝑞

= ෍

𝑖=0

𝐿

𝐶𝑞+1
𝑖+1 𝑉𝐿

𝑖

Частичные суммы степенных последовательностей



Сумма первых натуральных чисел

𝑌𝑛
𝑘 = ෍

𝑖=0

1

𝐶𝑛−1
𝑘−𝑖 𝑉1

𝑖 = 𝐶𝑛−1
𝑘 𝑉1

0 + 𝐶𝑛−1
𝑘−1𝑉1

1 = 𝐶𝑛−1
𝑘−1

𝜎𝑞
1 = 𝑌𝑞+2

𝑞
= 𝐶𝑞+1

𝑞−1
=

𝑞 + 1 !

2! 𝑞 − 1 !
=

𝑞 − 1 ! 𝑞 + 1 𝑞

2! 𝑞 − 1 !
=

𝑞 𝑞 + 1

2

0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 2 1

4 0 1 3 3 1

5 0 1 4 6 4 1

6 0 1 5 10 10 5 1

7 0 1 6 15 20 15 6 1

8 0 1 7 21 35 35 21 7 1

9 0 1 8 28 56 70 56 28 8 1

10 0 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1



Сумма квадратов первых натуральных чисел
0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 3 2

4 0 1 4 5 2

5 0 1 5 9 7 2

6 0 1 6 14 16 9 2

7 0 1 7 20 30 25 11 2
8 0 1 8 27 50 55 36 13 2

9 0 1 9 35 77 105 91 49 15 2

10 0 1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

𝐵𝑛
𝑘 = ෍

𝑖=0

2

𝐶𝑛−2
𝑘−𝑖 𝑉2

𝑖 = 𝐶𝑛−2
𝑘 𝑉2

0 + 𝐶𝑛−2
𝑘−1𝑉2

1 + 𝐶𝑛−2
𝑘−2𝑉2

2 = 𝐶𝑛−2
𝑘−1 + 2𝐶𝑛−2

𝑘−2 = 𝐶𝑛−2
𝑘−1 + 𝐶𝑛−2

𝑘−2 + 𝐶𝑛−2
𝑘−2 = 𝐶𝑛−1

𝑘−1 + 𝐶𝑛−2
𝑘−2

𝜎𝑞
2 = 𝐵𝑞+3

𝑞
= 𝐶𝑞+2

𝑞−1
+ 𝐶𝑞+1

𝑞−2
=

𝑞 + 2 !

3! 𝑞 − 1 !
+

𝑞 + 1 !

3! 𝑞 − 2 !
=

𝑞 − 1 ! 𝑞 + 2 𝑞 + 1 𝑞

6 𝑞 − 1 !
+

𝑞 − 2 ! 𝑞 + 1 𝑞 𝑞 − 1

6 𝑞 − 2 !
=

=
𝑞 + 2 𝑞 + 1 𝑞

6
+

𝑞 + 1 𝑞 𝑞 − 1

6
=

𝑞 𝑞 + 1 𝑞 + 2 + 𝑞 − 1

6
=

𝑞 𝑞 + 1 2𝑞 + 1

6



0 1

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 6 6

4 0 1 7 12 6

5 0 1 8 19 18 6

6 0 1 9 27 37 24 6

7 0 1 10 36 64 61 30 6

8 0 1 11 46 100 125 91 36 6

9 0 1 12 57 146 225 216 127 42 6

10 0 1 13 69 203 371 441 343 169 48 6

Сумма кубов первых натуральных чисел

𝑇𝑛
𝑘 = ෍

𝑖=0

3

𝐶𝑛−3
𝑘−𝑖 𝑉3

𝑖 = 𝐶𝑛−3
𝑘 𝑉3

0 + 𝐶𝑛−3
𝑘−1𝑉3

1 + 𝐶𝑛−3
𝑘−2𝑉3

2 + 𝐶𝑛−3
𝑘−3𝑉3

3 = 𝐶𝑛−3
𝑘−1 + 6𝐶𝑛−3

𝑘−2 + 6𝐶𝑛−3
𝑘−3 = 𝐶𝑛−3

𝑘−1 + 6𝐶𝑛−2
𝑘−2

𝜎𝑞
3 = 𝑇𝑞+4

𝑞
= 𝐶𝑞+1

𝑞−1
+ 6𝐶𝑞+2

𝑞−2
=

𝑞 + 1 !

2! 𝑞 − 1 !
+ 6

𝑞 + 2 !

4! 𝑞 − 2 !
=

𝑞 − 1 ! 𝑞 + 1 𝑞

2 𝑞 − 1 !
+ 6

𝑞 − 2 ! 𝑞 + 2 𝑞 + 1 𝑞 𝑞 − 1

24 𝑞 − 2 !
=

=
𝑞 𝑞 + 1

2
+

𝑞 𝑞 + 1 𝑞 + 2 𝑞 − 1

4
=

𝑞 𝑞 + 1 2 + 𝑞 + 2 𝑞 − 1

4
=

𝑞 𝑞 + 1 𝑞2 + 𝑞

4
=

𝑞2 𝑞 + 1 2

4
=

𝑞 𝑞 + 1

2

2

= 𝜎𝑞
1 2



Бесконечно глубокая потенциальная  яма
Задача

Найти минимальную энергию частицы массой m на уровне с максимальной кратностью
вырождения q-мерной бесконечно глубокой потенциальной ямы шириной a.

Решение   
Уравнение Шрёдингера для стационарного случая:
෡𝐻𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 = 𝐸𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞

−
ћ2

2𝑚
∆𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 + 𝑈 𝑥1, … , 𝑥𝑞 = 𝐸𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞

−
ћ2

2𝑚
∆𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 = 𝐸𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 , 0 < 𝑥𝑖 < 𝑎

∆𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 +
2𝑚𝐸

ћ2 𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 = 0

𝜓 𝑥1, … , 𝑥𝑞 = 𝜓 𝑥1 … 𝜓 𝑥𝑞 ⇒ ∆𝜓 𝑥1 … 𝜓 𝑥𝑞 +
2𝑚𝐸

ћ2 𝜓 𝑥1 … 𝜓 𝑥𝑞 = 0

𝜓𝑥1𝑥1
′′ 𝑥1 𝜓 𝑥2 … 𝜓 𝑥𝑞 + ⋯ + 𝜓 𝑥1 … 𝜓 𝑥𝑞−1 𝜓𝑥𝑞𝑥𝑞

′′ 𝑥𝑞 +
2𝑚𝐸

ћ2 𝜓 𝑥1 … 𝜓 𝑥𝑞 = 0

𝜓𝑥1𝑥1
′′ 𝑥1

𝜓 𝑥1
+ ⋯ +

𝜓𝑥𝑞𝑥𝑞
′′ 𝑥𝑞

𝜓 𝑥𝑞

+
2𝑚𝐸

ћ2 = 0

λ1
2 + ⋯ + λ𝑞

2 +
2𝑚𝐸

ћ2 = 0

𝐸 =
ћ2

2𝑚
λ1

2 + ⋯ + λ𝑞
2

Потенциальная энергия:

𝑈 𝑥𝑖 = ቐ
+∞, 𝑥𝑖 < 0

0, 0 < 𝑥𝑖 < 𝑎
+∞, 𝑥𝑖 > 𝑎

𝑥𝑖

𝑚

Граничные условия:
𝜓 0 = 𝜓 𝑎 = 0

𝑈 𝑥𝑖



Бесконечно глубокая потенциальная  яма𝜓𝑥1𝑥1
′′ 𝑥1

𝜓 𝑥1
= λ1

2

…
𝜓𝑥𝑞𝑥𝑞

′′ 𝑥𝑞

𝜓 𝑥𝑞

= λ𝑞
2

Задача Штурма – Лиувилля:

൞

𝜓𝑥1𝑥1
′′ 𝑥1 + λ1

2𝜓 𝑥1 = 0, 𝜓 0 = 𝜓 𝑎 = 0
…

𝜓𝑥𝑞𝑥𝑞
′′ 𝑥𝑞 + λ𝑞

2𝜓 𝑥𝑞 = 0, 𝜓 0 = 𝜓 𝑎 = 0

൞

𝜓 𝑥1 = 𝐴1 sin λ1𝑥1 + 𝐵1 cos λ1𝑥1

…
𝜓 𝑥𝑞 = 𝐴𝑞 sin λ𝑞𝑥𝑞 + 𝐵𝑞 cos λ𝑞𝑥𝑞

൞

𝜓 0 = 0 ⇒ 𝐵1 = 0 ⇒ 𝜓 𝑥1 = 𝐴1 sin λ1𝑥1

…
𝜓 0 = 0 ⇒ 𝐵𝑞 = 0 ⇒ 𝜓 𝑥𝑞 = 𝐴𝑞 sin λ𝑞𝑥𝑞

𝜓 𝑎 = 0 ⇒ sin λ1𝑎 = 0 ⇒ λ1𝑎 = 𝜋𝑛1 ⇔ λ1 =
𝜋𝑛1

𝑎
, 𝑛1 = 1,2,3, …

…

𝜓 𝑎 = 0 ⇒ sin λ𝑞𝑎 = 0 ⇒ λ𝑞𝑎 = 𝜋𝑛𝑞 ⇔ λ𝑞 =
𝜋𝑛𝑞

𝑎
, 𝑛𝑞 = 1,2,3, …

𝐸 =
ћ2

2𝑚
λ1

2 + ⋯ + λ𝑞
2 =

ћ2

2𝑚

𝜋𝑛1

𝑎

2

+ ⋯ +
𝜋𝑛𝑞

𝑎

2

=
𝜋2ћ2

2𝑚𝑎2 𝑛1
2 + ⋯ + 𝑛𝑞

2 =
𝜋2ћ2

2𝑚𝑎2 ෍

𝑖=1

𝑞

𝑛𝑖
2



Бесконечно глубокая потенциальная  яма

№ уровня Квантовые числа
𝒏𝟏, 𝒏𝟐, 𝒏𝟑

Сумма

෍

𝑳=𝟏

𝟑

𝑳𝒌𝑳

Вектор

𝑘

Кратность вырождения
ν

Энергия

෍

𝒊=𝟏

𝟑

𝒏𝒊
𝟐

1 (1,1,1) 3 [0,0,1] 1 3

2 (2,1,1)(1,2,1)(1,1,2) 2+1 [1,1,0] 3 6

3 (1,2,2)(2,1,2)(2,2,1) 2+1 [1,1,0] 3 9

4 (3,1,1)(1,3,1)(1,3,3) 2+1 [1,1,0] 3 11

5 (2,2,2) 3 [0,0,1] 1 12

6 (1,2,3)(1,3,2)(2,1,3)(2,3,1)(3,1,2)(3,2,1) 1+1+1 [3,0,0] 6 14

… … … … … …

№ уровня Квантовые числа
𝒏𝟏, 𝒏𝟐

Сумма

෍

𝑳=𝟏

𝟐

𝑳𝒌𝑳

Вектор

𝑘

Кратность вырождения
ν

Энергия

෍

𝒊=𝟏

𝟐

𝒏𝒊
𝟐

1 (1,1) 2 [0,1] 1 3

2 (1,2)(2,1) 1+1 [2,0] 3 6

… … … … … …



Бесконечно глубокая потенциальная  яма
№ 𝒏𝟏, 𝒏𝟐, 𝒏𝟑, 𝒏𝟒 ෍

𝑳=𝟏

𝟒

𝑳𝒌𝑳 𝑘 ν ෍

𝒊=𝟏

𝟒

𝒏𝒊
𝟐

1 (1,1,1,1) 4 [0,0,0,1] 1 4

2 (2,1,1,1)(1,2,1,1)(1,1,2,1)(1,1,1,2) 3+1 [1,0,1,0] 4 7

3 (2,2,1,1)(2,1,2,1)(2,1,1,2)(1,2,2,1)(1,2,1,2)(1,1,2,2) 2+2 [0,2,0,0] 6 10

4 (3,1,1,1)(1,3,1,1)(1,1,3,1)(1,1,1,3) 3+1 [1,0,1,0] 4 12

5 (1,2,2,2)(2,1,2,2)(2,2,1,2)(2,2,2,1) 3+1 [1,0,1,0] 4 13

6 (3,2,1,1)(3,1,1,2)(1,1,3,2)(3,1,2,1)(1,3,1,2)(1,3,2,1)(2,3,1,1)(2,1,1,3)(1,1,2,3)(2,1,3,1)(1,2,1,3)(1,2,3,1) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 15

7 (2,2,2,2) 4 [0,0,0,1] 1 16

8 (3,1,2,2)(3,2,2,1)(2,2,3,1)(3,2,1,2)(2,3,2,1)(2,3,1,2)(1,3,2,2)(1,2,2,3)(2,2,1,3)(1,2,3,2)(2,1,2,3)(2,1,3,2) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 18

9 (4,1,1,1)(1,4,1,1)(1,1,4,1)(1,1,1,4) 3+1 [1,0,1,0] 4 19

10 (3,3,1,1)(3,1,3,1)(3,1,1,3)(1,3,3,1)(1,3,1,3)(1,1,3,3) 2+2 [0,2,0,0] 6 20

11 (3,2,2,2)(2,3,2,2)(2,2,3,2)(2,2,2,3) 3+1 [1,0,1,0] 4 21

12 (4,2,1,1)(4,1,1,2)(1,1,4,2)(4,1,2,1)(1,4,1,2)(1,4,2,1)(2,4,1,1)(2,1,1,4)(1,1,2,4)(2,1,4,1)(1,2,1,4)(1,2,4,1) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 22

13 (1,2,3,3)(1,3,3,2)(3,3,1,2)(1,3,2,3)(3,1,3,2)(3,1,2,3)(2,1,3,3)(2,3,3,1)(3,3,2,1)(2,3,1,3)(3,2,3,1)(3,2,1,3) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 23

14 (4,1,2,2)(4,2,2,1)(2,2,4,1)(4,2,1,2)(2,4,2,1)(2,4,1,2)(1,4,2,2)(1,2,2,4)(2,2,1,4)(1,2,4,2)(2,1,2,4)(2,1,4,2) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 25

15 (2,2,3,3)(2,3,2,3)(2,3,3,2)(3,2,2,3)(3,2,3,2)(3,3,2,2) 2+2 [0,2,0,0] 6 26

16 (4,3,1,1)(4,1,1,3)(1,1,4,3)(4,1,3,1)(1,4,1,3)(1,4,3,1)(3,4,1,1)(3,1,1,4)(1,1,3,4)(3,1,4,1)(1,3,1,4)(1,3,4,1) 2+1+1 [2,1,0,0] 12 27

17 (1,3,3,3)(3,1,3,3)(3,3,1,3)(3,3,3,1)

(4,2,2,2)(2,4,2,2)(2,2,4,2)(2,2,2,4)

(5,1,1,1)(1,5,1,1)(1,1,5,1)(1,1,1,5)

3+1

3+1

3+1

[1,0,1,0]

[1,0,1,0]

[1,0,1,0]

4

4

4

28

18 (1,2,3,4)(1,2,4,3)(1,3,2,4)(1,3,4,2)(1,4,2,3)(1,4,3,2)(2,1,3,4)(2,1,4,3)(2,3,1,4)(2,3,4,1)(2,4,1,3)(2,4,3,1)

(3,1,2,4)(3,1,4,2)(3,2,1,4)(3,2,4,1)(3,4,1,2)(3,4,2,1)(4,1,2,3)(4,1,3,2)(4,2,1,3)(4,2,3,1)(4,3,1,2)(4,3,2,1)

1+1+1+1 [4,0,0,0] 24 30



Единичное разбиение числа
𝜈 =

𝑞!

ς𝐿=1
𝑞

𝐿! 𝑘𝐿

4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1

෍

𝑳=𝟏

𝟒

𝑳𝒌𝑳 𝑘 ν

4 [0,0,0,1] 4!

1! 0 2! 0 3! 0 4! 1 = 1

3+1 [1,0,1,0] 4!

1! 1 2! 0 3! 1 4! 0
= 4

2+2 [0,2,0,0] 4!

1! 0 2! 2 3! 0 4! 0 = 6

2+1+1 [2,1,0,0] 4!

1! 2 2! 1 3! 0 4! 0 = 12

1+1+1+1 [4,0,0,0] 4!

1! 4 2! 0 3! 0 4! 0 = 24

෍

𝑳=𝟏

𝟑

𝑳𝒌𝑳 𝑘 ν

3 [0,0,1] 3!

1! 0 2! 0 3! 1 = 1

2+1 [1,1,0] 3!

1! 1 2! 1 3! 0 = 3

1+1+1 [3,0,0] 3!

1! 3 2! 0 3! 0 = 6

෍

𝑳=𝟏

𝟐

𝑳𝒌𝑳 𝑘 ν

2 [0,1] 2!

1! 0 2! 1
= 1

1+1 [2,0] 2!

1! 2 2! 0
= 2

2 = 1 + 1 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1

Кратность вырождения:

Максимальность кратности 
вырождения:
𝜈 = 𝜈𝑚𝑎𝑥 ⇒ 𝑛1, … , 𝑛𝑞 − различны

Минимальность энергии при максимальной кратности вырождения:
𝜈 = 𝜈𝑚𝑎𝑥 ∩ 𝐸 = 𝐸𝑚𝑖𝑛 ⇒ 𝑛1 = 1, … , 𝑛𝑞 = 𝑞

Величина максимальной кратности вырождения:
𝜈𝑚𝑎𝑥 = 𝑞!
Величина минимальной энергии при максимальной кратности вырождения :

𝐸𝑚𝑖𝑛 =
𝜋2ћ2

2𝑚𝑎2 ෍

𝑖=1

𝑞

𝑛𝑖
2 =

𝜋2ћ2

2𝑚𝑎2 ෍

𝑖=1

𝑞

𝑖2 =
𝜋2ћ2

2𝑚𝑎2 ∗
𝑞 𝑞 + 1 2𝑞 + 1

6
=

𝑞 𝑞 + 1 2𝑞 + 1 𝜋2ћ2

12𝑚𝑎2

Единичного разбиение числа: 𝑞 = ෍

𝐿=1

𝑞

𝐿𝑘𝐿



Явные формулы для натуральных коэффициентов
𝑁𝑛

1 = ෍

𝑖1=1

𝑛

𝑖1 =
𝑛 𝑛 + 1

2

𝑁𝑛
2 = ෍

𝑖1=1

𝑛−1

෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛

𝑖1𝑖2 = ෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1 ෍

𝑖2=𝑖1+1

𝑛

𝑖2 = ෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1 ෍

𝑖2=1

𝑛

𝑖2 − ෍

𝑖2=1

𝑖1

𝑖2 = ෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1

𝑛 𝑛 + 1

2
−

𝑖1 𝑖1 + 1

2
=

=
𝑛 𝑛 + 1

2
෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1 −
1

2
෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1
2 𝑖1 + 1 =

𝑛 𝑛 + 1

2
෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1 −
1

2
෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1
3 −

1

2
෍

𝑖1=1

𝑛−1

𝑖1
2 =

=
𝑛 𝑛 + 1

2
∗

𝑛 𝑛 − 1

2
−

1

2
∗

𝑛2 𝑛 − 1 2

4
−

1

2
∗

𝑛 𝑛 − 1 2𝑛 − 1

6
=

=
𝑛2 𝑛 + 1 𝑛 − 1

4
−

𝑛2 𝑛 − 1 2

8
−

𝑛 𝑛 − 1 2𝑛 − 1

12
=

6𝑛2 𝑛 + 1 𝑛 − 1 − 3𝑛2 𝑛 − 1 2 − 2𝑛 𝑛 − 1 2𝑛 − 1

24

=
6𝑛2 𝑛 + 1 𝑛 − 1 − 3𝑛2 𝑛 − 1 2 − 2𝑛 𝑛 − 1 2𝑛 − 1

24
=

=
𝑛 𝑛 − 1 6𝑛 𝑛 + 1 − 3𝑛 𝑛 − 1 − 2 2𝑛 − 1

24
=

𝑛 𝑛 − 1 6𝑛2 + 6𝑛 − 3𝑛2 + 3𝑛 − 4𝑛 + 2

24
=

=
𝑛 𝑛 − 1 3𝑛2 + 5𝑛 + 2

24
=

𝑛 𝑛 − 1 𝑛 + 1 3𝑛 + 2

24
=

𝑛 3𝑛 + 2 𝑛2 − 1

24

𝑁𝑛
𝑛 = ෑ

𝑗=1

𝑛

𝑗 = 𝑛!



Линеаризующие коэффициенты
Линеаризующие коэффициенты позволяют в явном виде выразить, как разностные, так и натуральные коэффициенты:

𝑉𝑛
𝑘 = 𝑉𝑛

𝑛−𝑙 =
𝑛!

2𝑙 !
෍

𝑗=0

𝑙

𝛾𝑙
𝑙−𝑗

𝑛𝑗 ⇔
𝑙𝑙 ⋯ 𝑙0

⋮ ⋱ ⋮
2𝑙 𝑙 ⋯ 2𝑙 0

𝛾𝑙
0

⋮
𝛾𝑙

𝑙
=

𝑉𝑙
0 2𝑙 !/𝑙!

⋮
𝑉2𝑙

𝑙 2𝑙 !/ 2𝑙 !
⇔ 𝑁𝑘

𝑙 = 𝑁𝑙−1−𝑛
𝑙 =

𝑛!

2𝑙 ! 𝑛 − 𝑙 !
෍

𝑗=0

𝑙

𝛾𝑙
𝑙−𝑗

𝑛𝑗

Явные формулы для натуральных коэффициентов:

𝑁−1−𝑛
0 =

𝑛!

0! 𝑛!
෍

𝑗=0

0

𝛾0
−𝑗

𝑛𝑗 = 1 ⇔ 𝑁𝑛
0 = 1

𝑁−𝑛
1 =

𝑛!

2! 𝑛 − 1 !
෍

𝑗=0

1

𝛾1
1−𝑗

𝑛𝑗 =
𝑛 𝑛 − 1

2
⇔ 𝑁𝑛

1 =
𝑛 𝑛 + 1

2

𝑁1−𝑛
2 =

𝑛!

4! 𝑛 − 2 !
෍

𝑗=0

2

𝛾2
2−𝑗

𝑛𝑗 =
𝑛 𝑛 − 1 3𝑛2 − 11𝑛 + 10

24
⇔ 𝑁𝑛

2 =
𝑛 3𝑛 + 2 𝑛2 − 1

24

𝑁2−𝑛
3 =

𝑛!

6! 𝑛 − 3 !
෍

𝑗=0

3

𝛾3
3−𝑗

𝑛𝑗 =
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 15𝑛3 − 120𝑛2 + 315𝑛 − 270

720
⇔ 𝑁𝑛

3 =
𝑛2 𝑛 − 2 𝑛 + 1 𝑛2 − 1

48

0 1

1 1 -1

2 3 -11 10

3 15 -120 315 -270

4 105 -1470 7595 -17094 14056

5 945 -20475 174825 -733005 1502550 -1197000

𝛾𝑙
0 =

2𝑙 !

2𝑙𝑙!



Геометрические коэффициенты
Рекуррентная формула:

𝐺𝑛
𝑘 =

1, 𝑘 = 0

− ෍

𝑖=0

𝑘−1

𝑁𝑛−𝑖
𝑘−𝑖𝐺𝑛

𝑖 , 𝑘 > 0

Явные формулы:
𝐺𝑛

0 = 1

𝐺𝑛
1 = − ෍

𝑖=0

0

𝑁𝑛−𝑖
1−𝑖𝐺𝑛

𝑖 = −𝑁𝑛
1𝐺𝑛

0 = −
𝑛 𝑛 + 1

2

𝐺𝑛
2 = − ෍

𝑖=0

1

𝑁𝑛−𝑖
2−𝑖𝐺𝑛

𝑖 = −𝑁𝑛
2𝐺𝑛

0 − 𝑁𝑛−1
1 𝐺𝑛

1 = −
𝑛 3𝑛 + 2 𝑛2 − 1

24
+

𝑛 𝑛 − 1

2
∗

𝑛 𝑛 + 1

2
=

𝑛2 𝑛2 − 1

4
−

𝑛 3𝑛 + 2 𝑛2 − 1

24
=

=
6𝑛2 𝑛2 − 1 − 𝑛 3𝑛 + 2 𝑛2 − 1

24
=

𝑛 𝑛2 − 1 6𝑛 − 3𝑛 − 2

24
=

𝑛 3𝑛 − 2 𝑛2 − 1

24

𝐺𝑛
3 = − ෍

𝑖=0

2

𝑁𝑛−𝑖
3−𝑖𝐺𝑛

𝑖 = −𝑁𝑛
3𝐺𝑛

0 − 𝑁𝑛−1
2 𝐺𝑛

1 − 𝑁𝑛−2
1 𝐺𝑛

2 = −
𝑛2 𝑛 − 2 𝑛 + 1 𝑛2 − 1

48
+

𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 3𝑛 − 1

24
∗

𝑛 𝑛 + 1

2
−

−
𝑛 − 1 𝑛 − 2

2
∗

𝑛 3𝑛 − 2 𝑛2 − 1

24
=

𝑛2 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 3𝑛 − 1 − 𝑛2 𝑛 − 2 𝑛 + 1 𝑛2 − 1 − 𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 3𝑛 − 2 𝑛2 − 1

48
=

=
𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 𝑛 3𝑛 − 1 − 𝑛 𝑛 + 1 − 𝑛 − 1 3𝑛 − 2

48
=

𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 𝑛 3𝑛 − 1 − 𝑛 − 1 − 𝑛 − 1 3𝑛 − 2

48
=

=
𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 𝑛 2𝑛 − 2 − 𝑛 − 1 3𝑛 − 2

48
=

𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 2𝑛 𝑛 − 1 − 𝑛 − 1 3𝑛 − 2

48
=

=
𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 1 𝑛 − 2 2𝑛 − 3𝑛 + 2

48
=

𝑛 𝑛2 − 1 𝑛 − 1 𝑛 − 2 2 − 𝑛

48
= −

𝑛 𝑛 − 1 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 2

48

0 1

1 1 -1

2 1 -3 1

3 1 -6 7 -1

4 1 -10 25 -15 1

5 1 -15 65 -90 31 -1



Связь полилогарифма и геометрических коэффициентов
Явное представление частичной суммы полилогарифма через производные частичной суммы 
геометрической прогрессии и геометрические коэффициенты:

Li−𝑠 𝑧 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑛

𝑘𝑠𝑧𝑘 = ෍

𝑖=0

𝑠

𝐺𝑠
𝑖𝑔𝑛+𝑠+1−𝑖

𝑠−𝑖
𝑧 , 𝑧 ≠ 1

Явные формулы геометрических коэффициентов:
𝐺𝑛

0 = 1

𝐺𝑛
1 = −

𝑛 𝑛 + 1

2

𝐺𝑛
2 =

𝑛 3𝑛 − 2 𝑛2 − 1

24

𝐺𝑛
3 = −

𝑛 𝑛 − 1 𝑛2 − 1 𝑛 − 2 2

48
…
𝐺𝑛

𝑛−1 = −1 𝑛+1 2𝑛 − 1
𝐺𝑛

𝑛 = −1 𝑛

Явные формулы производных частичных сумм геометрической прогрессии:

𝑔𝑛
′ 𝑧 =

1 − 1 + 𝑛 − 1 1 − 𝑧 𝑧𝑛−1

1 − 𝑧 2

𝑔𝑛
′′ 𝑧 =

2 − 2 + 𝑛 − 2 𝑛 − 1 1 − 𝑧 2 + 2 𝑛 − 2 1 − 𝑧 𝑧𝑛−2

1 − 𝑧 3

𝑔𝑛
′′′ 𝑧 =

6 − 6 + 𝑛 − 3 𝑛 − 2 𝑛 − 1 1 − 𝑧 3 + 3 𝑛 − 3 𝑛 − 2 1 − 𝑧 2 + 6 𝑛 − 3 1 − 𝑧 𝑧𝑛−3

1 − 𝑧 4



Пример вычисления частичных сумм полилогарифма
෍

𝑛=0

15

−1 𝑛 𝑛 − 2 𝑛 + 3 3𝑛 = ෍

𝑛=0

15

𝑛 − 2 𝑛 + 3 −3 𝑛 = ෍

𝑛=0

15

𝑛2 + 𝑛 − 6 −3 𝑛 = ෍

𝑛=0

15

𝑛2 −3 𝑛 + ෍

𝑛=0

15

𝑛 −3 𝑛 − 6 ෍

𝑛=0

15

−3 𝑛

෍

𝑛=0

15

𝑛2 −3 𝑛 = Li−2 −3 15 = ෍

𝑖=0

2

𝐺2
𝑖 𝑔15+2+1−𝑖

2−𝑖 −3 = ෍

𝑖=0

2

𝐺2
𝑖 𝑔18−𝑖

2−𝑖 −3 = 𝑔18
′′ −3 − 3𝑔17

′ −3 + 𝑔16 −3

෍

𝑛=0

15

𝑛 −3 𝑛 = Li−1 −3 15 = ෍

𝑖=0

1

𝐺1
𝑖𝑔15+1+1−𝑖

1−𝑖 −3 = ෍

𝑖=0

1

𝐺1
𝑖 𝑔17−𝑖

1−𝑖 −3 = 𝑔17
′ −3 − 𝑔16 −3

෍

𝑛=0

15

−3 𝑛 = Li0 −3 15 = ෍

𝑖=0

0

𝐺0
𝑖 𝑔15+0+1−𝑖

0−𝑖 −3 = 𝑔16 −3

𝑔18
′′ −3 =

2 − 2 +
18 − 1 !
18 − 3 !

1 − −3
2

+ 2
18 − 2 !
18 − 3 !

1 − −3 −3 18−2

1 − −3
3 = −3 014 615 680

𝑔17
′ −3 =

1 − 1 +
17 − 1 !
17 − 2 !

1 − −3 −3 17−1

1 − −3
2 = −174 877 304

𝑔16 −3 =
1 − −3 16

1 − −3
= −10 761 680;

𝑔18
′′ −3 − 3𝑔17

′ −3 + 𝑔16 −3 = −3 014 615 680 − 3 ∗ −174 877 304 − 10 761 680 = −2 500 745 448
𝑔17

′ −3 − 𝑔16 −3 = −174 877 304 − −10 761 680 = −164 115 624
Li−2 −3 15 + Li−1 −3 15 − 6 Li0 −3 15 = −2 500 745 448 − 164 115 624 − 6 −10 761 680 = −2 600 290 992



Предел частичных сумм полилогарифма
Предел частичных сумм геометрической прогрессии:

𝑔 𝑧 = lim
𝑛→∞

𝑔𝑛 𝑧 = lim
𝑛→∞

1 − 𝑧𝑛+1

1 − 𝑧
=

1

1 − 𝑧
, 𝑧 ≠ 1

𝑔 𝑝 𝑧 = lim
𝑛→∞

𝑔𝑛
𝑝

𝑧 = lim
𝑛→∞

𝑝! − 𝑝! + σ𝑘=0
𝑝−1 𝑝! 𝑛 − 1 − 𝑘 !

𝑝 − 𝑘 ! 𝑛 − 1 − 𝑝 !
1 − 𝑧 𝑝−𝑘 𝑥𝑛−𝑝

1 − 𝑧 𝑝+1 =
𝑝!

1 − 𝑧 𝑝+1 , 𝑧 ≠ 1

Область сходимости частичных сумм геометрической прогрессии:
𝑧 ∈ −1; 1
Предел частичных сумм полилогарифма:

Li𝑠 𝑧 = lim
𝑛→∞

Li𝑠 𝑧 𝑛 = lim
𝑛→∞

෍

𝑖=0

𝑠

𝐺𝑠
𝑖𝑔𝑛+𝑠+1−𝑖

𝑠−𝑖 𝑧 = ෍

𝑖=0

𝑠

lim
𝑛→∞

𝐺𝑠
𝑖𝑔𝑛+𝑠+1−𝑖

𝑠−𝑖 = ෍

𝑖=0

𝑠

𝐺𝑠
𝑖 lim

𝑛→∞
𝑔𝑛+𝑠+1−𝑖

𝑠−𝑖 𝑧 = ෍

𝑖=0

𝑠

𝐺𝑠
𝑖𝑔 𝑠−𝑖 𝑧

Область сходимости частичных сумм полилогарифма:

Li−𝑠 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞

𝑘𝑠𝑧𝑘 ⇒ 𝑧 ∈ −1; 1

Li−𝑠 1 = 𝜁 −𝑠 = ෍

𝑘=0

∞

𝑘𝑠 ⇒ 𝑠 < −1 (обощённый гармонический ряд)

Li−𝑠 −1 = 𝜂 −𝑠 = ෍

𝑘=0

∞

−1 𝑘𝑘𝑠 ⇒ 𝑠 < 0 (признак Лейбница для знакочередующихся рядов)



Примеры вычислений значений полилогарифма

෍

𝑛=0

∞

𝑛411−𝑛10𝑛 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛4
10

11

𝑛

= Li−4

10

11
= ෍

𝑖=0

4
4 − 𝑖 ! 𝐺4

𝑖

1 −
10
11

4−𝑖+1
= ෍

𝑖=0

4
4 − 𝑖 𝐺4

𝑖

1
11

5−𝑖
= ෍

𝑖=0

4

4 − 𝑖 𝐺4
𝑖 115−𝑖 =

= 4 − 0 ! 𝐺4
0115−0 + 4 − 1 ! 𝐺4

1115−1 + 4 − 2 ! 𝐺4
2115−2 + 4 − 3 ! 𝐺4

3115−3 + 4 − 4 ! 𝐺4
4115−4 =

= 4! ∗ 1 ∗ 115 + 3! ∗ −10 ∗ 114 + 2! ∗ 25 ∗ 113 + 1! ∗ −15 ∗ 112 + 0! ∗ 1 ∗ 111 =
= 24 ∗ 1 ∗ 161051 − 6 ∗ 10 ∗ 14641 + 2 ∗ 25 ∗ 1331 − 1 ∗ 15 ∗ 121 + 1 ∗ 1 ∗ 11 =
= 24 ∗ 161051 − 60 ∗ 14641 + 50 ∗ 1331 − 15 ∗ 121 + 11 = 3 051 510

෍

𝑛=0

∞
−1 𝑛𝑛2

23−𝑛3𝑛 =
1

8
෍

𝑛=0

∞

𝑛2 −
2

3

𝑛

=
1

8
Li−2 −

2

3
=

1

8
෍

𝑖=0

2
2 − 𝑖 ! 𝐺2

𝑖

1 − −
2
3

2−𝑖+1
=

1

8
෍

𝑖=0

2
2 − 𝑖 ! 𝐺2

𝑖

1 +
2
3

3−𝑖
=

=
1

8
෍

𝑖=0

2
2 − 𝑖 ! 𝐺2

𝑖

5
3

3−𝑖 =
1

8
෍

𝑖=0

2
2 − 𝑖 ! 𝐺2

𝑖 33−𝑖

53−𝑖
=

2 − 0 ! 𝐺2
033−0

8 ∗ 53−0 +
2 − 1 ! 𝐺2

133−1

8 ∗ 53−1 +

+
2 − 2 ! 𝐺2

233−2

8 ∗ 53−2 =
2! ∗ 1 ∗ 33

8 ∗ 53 +
1! ∗ −3 ∗ 32

8 ∗ 52 +
0! ∗ 1 ∗ 31

8 ∗ 51 =
2 ∗ 1 ∗ 27

8 ∗ 125
−

−
1 ∗ 3 ∗ 9

8 ∗ 25
+

1 ∗ 1 ∗ 3

8 ∗ 5
=

2 ∗ 1 ∗ 27

8 ∗ 125
−

1 ∗ 3 ∗ 9 ∗ 5

8 ∗ 125
+

1 ∗ 1 ∗ 3 ∗ 25

8 ∗ 125
=

54

1000
−

135

1000
+

75

1000
= −

6

1000



Частные случаи полилогарифма
Li2 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞
𝑧𝑛

𝑛2 = − න

0

𝑧
ln 1 − 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 (дилогарифм)

Li1 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞
𝑧𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝑧 (логарифм)

Li0 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑧𝑛 =
1

1 − 𝑧

Li−1 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛𝑧𝑛 =
1

1 − 𝑧 2 −
1

1 − 𝑧
=

𝑧

1 − 𝑧 2

Li−2 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛2𝑧𝑛 =
2

1 − 𝑧 3 −
3

1 − 𝑧 2 +
1

1 − 𝑧
=

𝑧 1 + 𝑧

1 − 𝑧 3

Li−3 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛3𝑧𝑛 =
6

1 − 𝑧 4 −
12

1 − 𝑧 3 +
7

1 − 𝑧 2 −
1

1 − 𝑧
=

𝑧 1 + 4𝑧 + 𝑧2

1 − 𝑧 4

Li−4 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛4𝑧𝑛 =
24

1 − 𝑧 5 −
60

1 − 𝑧 4 +
50

1 − 𝑧 3 −
15

1 − 𝑧 2 +
1

1 − 𝑧
=

𝑧 1 + 𝑧 1 + 10𝑧 + 𝑧2

1 − 𝑧 5

Li−5 𝑧 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛5𝑧𝑛 =
120

1 − 𝑧 6 −
360

1 − 𝑧 5 +
390

1 − 𝑧 4 −
180

1 − 𝑧 3 +
31

1 − 𝑧 2 −
1

1 − 𝑧
=

𝑧 1 + 26𝑧 + 66𝑧2 + 26𝑧3 + 𝑧4

1 − 𝑧 6



Энергия системы равноудалённых зарядов

Задача
Найти энергию точечного электрического заряда q в бесконечно длинной системе из выстроенных в линию
чередующихся положительных и отрицательных зарядов q, находящихся на расстоянии a друг от друга.

Решение

𝐸 = 2 ෍

𝑛=1

∞
𝑘𝑒𝑞 −𝑞 𝑛

𝑛𝑎
= 2 ෍

𝑛=1

∞
−1 𝑛𝑘𝑒𝑞2

𝑛𝑎
=

2𝑘𝑒𝑞2

𝑎
෍

𝑖=1

∞
−1 𝑖

𝑛
=

2𝑘𝑒𝑞2

𝑎
෍

𝑖=1

∞

−1 𝑖𝑛−1 =
2𝑘𝑒𝑞2

𝑎
Li1 −1 =

=
2𝑘𝑒𝑞2

𝑎
− ln 1 − −1 = −

2𝑘𝑒𝑞2

𝑎
ln 2

Гармонический ряд:

Li1 1 = 𝜁 1 = ෍

𝑛=1

∞
1

𝑛
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ⋯ = ∞

Альтернативный гармонический ряд:

Li1 −1 = 𝜂 1 = ෍

𝑛=1

∞
−1 𝑖

𝑛
= −1 +

1

2
−

1

3
+

1

4
−

1

5
+ ⋯ = ln 2



Числа Бернулли

𝜎𝑞−1
0 = 𝑞

𝜎𝑞−1
1 =

𝑞 𝑞 − 1

2
=

1

2
𝑞2 −

1

2
𝑞

𝜎𝑞−1
2 =

𝑞 𝑞 − 1 2𝑞 − 1

6
=

1

3
𝑞3 −

1

2
𝑞2 +

1

6
𝑞

𝜎𝑞−1
3 =

𝑞2 𝑞 − 1 2

4
=

1

4
𝑞4 −

1

2
𝑞3 +

1

4
𝑞2

0 1

1 1/2 -1/2

2 1/3 -1/2 1/6

3 1/4 -1/2 1/4 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝐵0 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 𝐵6 𝐵7 𝐵8 𝐵9 𝐵10

1 -1/2 1/6 0 -1/30 0 1/42 0 -1/30 0 5/66

× 𝟏 0 1

× 2 1 1 -1

× 3 2 1 -3/2 1/2

× 4 3 1 -2 1 0

÷ 𝑪𝟏
𝒊 0 1

÷ 𝐶2
𝑖 1 1 -1/2

÷ 𝐶3
𝑖 2 1 -1/2 1/6

÷ 𝐶4
𝑖 3 1 -1/2 1/6 0

1 1

2 1 2

3 1 3 3

4 1 4 6 4

𝜎𝑞−1
𝐿 =

1

𝐿 + 1
෍

𝑖=0

𝐿

𝐶𝐿+1
𝑖 𝐵𝑖𝑞

𝐿+1−𝑖



Вычисление степенных сумм с помощью чисел Бернулли

Рекуррентная формула для чисел Бернулли:

𝐵𝑛 =

1, 𝑛 = 1

−
1

𝑛 + 1
෍

𝑗=1

𝑛

𝐶𝑛+1
𝑗+1

𝐵𝑛−𝑗 , 𝑛 > 1

Свойство нечётных чисел Бернулли:
𝐵2𝑛+1 = 0, 𝑛 ∈ ℕ
Вычисление степенных сумм с помощью чисел Бернулли:

𝜎𝑞−1
𝐿 =

1

𝐿 + 1
෍

𝑖=0

𝐿

𝐶𝐿+1
𝑖 𝐵𝑖𝑞𝐿+1−𝑖

Пример вычисления степенной суммы с помощью чисел Бернулли:

𝜎𝑞−1
4 =

1

5
෍

𝑖=0

4

𝐶5
𝑖𝐵𝑖𝑞

5−𝑖 =
𝐶5

0𝐵0

5
𝑞5 +

𝐶5
1𝐵1

5
𝑞4 +

𝐶5
2𝐵2

5
𝑞3 +

𝐶5
3𝐵3

5
𝑞2 +

𝐶5
4𝐵4

5
𝑞 =

6𝑞5 − 15𝑞4 + 10𝑞3 − 𝑞

30

𝜎𝑞
4 =

6 𝑞 + 1 5 − 15 𝑞 + 1 4 + 10 𝑞 + 1 3 − 𝑞

30
=

6𝑞5 + 15𝑞4 + 10𝑞3 − 𝑞

30

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝐵0 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 𝐵6 𝐵7 𝐵8 𝐵9 𝐵10

1 -1/2 1/6 0 -1/30 0 1/42 0 -1/30 0 5/66



Связь 𝜁 функции Римана и чисел Бернулли 

𝜁 2𝑠 = −1 𝑠+1
2𝜋 2𝑠

2 2𝑠 !
𝐵2𝑠 , 𝑠 ∈ ℕ

𝑝𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 =
21𝑔𝑘4𝑇4

8𝜋2ħ3
𝜁 4 =

21𝑔𝑘4𝑇4

8𝜋2ħ3
∗

𝜋4

90
=

7𝜋2𝑔𝑘4𝑇4

240ħ3
, 𝑝 ≈ 𝜀

𝑝𝐵𝑜𝑠𝑒 =
3𝑔𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
𝜁 4 =

3𝑔𝑘4𝑇4

𝜋2ħ3
∗

𝜋4

90
=

𝜋2𝑔𝑘4𝑇4

30ħ3
, 𝑝 ≈ 𝜀

𝒔 1 2 3 4 5

2𝑠 2 4 6 8 10

𝐵2𝑠 𝐵2 𝐵4 𝐵6 𝐵8 𝐵10

𝐵2𝑠 1/6 -1/30 1/42 -1/30 5/66

𝜁 2𝑠 2𝜋 2

2 ∗ 2!
𝐵2 −

2𝜋 4

2 ∗ 4!
𝐵4

2𝜋 6

2 ∗ 6!
𝐵6 −

2𝜋 8

2 ∗ 8!
𝐵8

2𝜋 10

2 ∗ 10!
𝐵10

𝜁 2𝑠 𝜋2

6

𝜋4

90

𝜋6

945

𝜋8

9 450

𝜋10

93 555



Характеристики теплового излучения
Энергетическая светимость – поток энергии, испускаемый единицей поверхности излучающего тела во всех 

направлениях во внешнюю область за единицу времени:

𝑅
Вт

м2

Испускательная способность тела:

𝑟𝜔 =
𝑑𝑅

𝑑𝜔

Вт

м2с−1
𝑣𝑅 = න

0

∞

𝑟𝜔𝑑𝜔

Пусть на элементарную площадку поверхности тела падает поток электромагнитной энергии 𝑑𝛷 частотой 𝜔.

Часть этого потока 𝑑𝛷′ тело поглощает. Отношение поглощённого потока к исходному называется

поглощательной способностью тела:

𝑎𝜔 =
𝑑𝛷′

𝑑𝛷
1

Закон Киргофа:

𝑟𝜔

𝑎𝜔
= 𝑓 𝜔, 𝑇

Вт

м2с−1



Абсолютно чёрное тело
Абсолютно чёрное тело поглощает всё падающее на него электромагнитное излучение, ничего при этом не
отражая, то есть его поглощательная способность равна 1. Рассмотрим куб со стороной 𝑙 с зеркальными
внутренними стенками. Объём такого абсолютно чёрного тела:
𝑉 = 𝑙3

Закон Киргофа для абсолютно чёрного тела:
𝑟𝜔

𝑎𝜔
= 𝑓 𝜔, 𝑇 ⇔

𝑟𝜔

1
= 𝑓 𝜔, 𝑇 ⇔ 𝑟𝜔 = 𝑓 𝜔, 𝑇

Плотность энергии излучения:

𝑢 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡𝑑𝑉

Вт

м3

Спектральная плотность энергии излучения:

𝑢𝜔 =
𝑑𝑢

𝑑𝜔

Вт

м3с−1 ⇔ 𝑢 = න

0

∞

𝑢𝜔𝑑𝜔

Плотность потока энергии излучения:

𝐼 = 𝑐𝑢
Дж

м2

Телесная плотность потока энергии излучения:

𝐼𝛺 =
𝑑𝐼

𝑑𝛺

Дж

м2ср
⇔ 𝑑𝐼 = 𝐼𝛺𝑑𝛺



Закон Киргофа для абсолютно чёрного тела
Тепловое излучение в пространстве распространяется изотропно. Тогда телесная плотность потока энергии излучения:

𝐼𝛺 =
𝐼

4𝜋
Выделим на поверхности излучающего тела элементарную площадку ∆𝑆. 
Найдём поток энергии, посылаемый этой площадкой под углом 𝜃 к нормали 
поверхности в пределах небольшого телесного угла 𝑑𝛺:

𝑑𝛷 = 𝑑𝐼∆𝑆 cos 𝜃 = 𝐼𝛺𝑑𝛺∆𝑆 cos 𝜃 =
𝐼

4𝜋
𝑑𝛺∆𝑆 cos 𝜃 =

𝐼∆𝑆 cos 𝜃

4𝜋
𝑑𝛺 Дж

𝛷 = ඵ

𝛺

𝑑𝛷 = ඵ

𝛺

𝐼∆𝑆 cos 𝜃

4𝜋
𝑑𝛺 = න

0

𝜋
2

න

0

2𝜋
𝐼∆𝑆 cos 𝜃

4𝜋
sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 =

𝐼∆𝑆

4𝜋
න

0

𝜋
2

cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 න

0

2𝜋

𝑑𝜑 =

=
𝐼∆𝑆

16𝜋
න

0

𝑐

sin 2𝜃 𝑑 2𝜃 න

0

2𝜋

𝑑𝜑 = −
𝐼∆𝑆

16𝜋
ቚcos 2𝜃
0

𝜋
2 ቚ𝜑

0

2𝜋
= −

𝐼∆𝑆

16𝜋
cos 2 ∗

𝜋

2
− cos 2 ∗ 0 2𝜋 − 0 =

= −
𝐼∆𝑆

16𝜋
cos 𝜋 − cos 0 2𝜋 = −

𝐼∆𝑆

16𝜋
−1 − 1 2𝜋 =

𝐼∆𝑆

16𝜋
4𝜋 =

𝐼∆𝑆

4
С другой стороны, поток должен быть таким, каким бы его излучало тело, обладающее светимостью 𝑅: 
𝛷 = 𝑅∆𝑆
Закон Киргофа для абсолютно чёрного тела:

𝑅∆𝑆 =
𝐼∆𝑆

4
⇔ 𝑅 =

𝐼

4
⇔ 𝑅 =

𝑐𝑢

4
⇔

𝑑𝑅

𝑑𝜔
=

𝑐

4
∗

𝑑𝑢

𝑑𝜔
⇔ 𝑟𝜔 =

𝑐

4
𝑢𝜔 ⇔ 𝑓 𝜔, 𝑇 =

𝑐

4
𝑢𝜔



Образование стоячих волн внутри абсолютно чёрного тела
Тепловое излучение в кубической модели абсолютно чёрного тела как электромагнитное поле может 
существовать только в виде суперпозиции прямых и отражённых волн, имеющих узлы на стенках куба.
Условие образования стоячих волн в одномерном пространстве:

𝑙 = 𝑛
λ

2
⇔ λ =

2𝑙

𝑛
⇔

2𝜋

𝑘
=

2𝑙

𝑛
⇔ 𝑘 = 𝑛

𝜋

𝑙
, 𝑛 ∈ ℕ

Полное волновое число в трёхмерном пространстве:

𝑘𝑥 = 𝑛𝑥

𝜋

𝑙

𝑘𝑦 = 𝑛𝑦

𝜋

𝑙

𝑘𝑧 = 𝑛𝑧

𝜋

𝑙

⇒ 𝑘2 = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2 =

𝜋2

𝑙2 𝑛𝑥
2 + 𝑛𝑦

2 + 𝑛𝑧
2 =

𝜋2

𝑙2 𝑅2

Частота излучения абсолютно чёрного тела:

𝑘 =
𝜋𝑅

𝑙
=

ω

𝑐
⇔ 𝑅 =

ω𝑙

𝜋𝑐
Число стоячих волн, частоты которых не превосходят ω:

෩𝑁 =
1

8
∗

4

3
𝜋𝑅3 =

1

6
𝜋

ω𝑙

𝜋𝑐

3

=
ω3𝑙3

6𝜋2𝑐3 =
ω3𝑉

6𝜋2𝑐3



Формула Релея-Джинса
Так как электромагнитные волны поперечные, то в одном направлении могут одновременно 
распространяться две волны, поляризованные во взаимно перпендикулярных направлениях:

𝑁 = 2 ෩𝑁 =
ω3𝑉

3𝜋2𝑐3

Распределение стоячих волн по частотам:
𝑑𝑁

𝑑ω
=

ω2𝑉

𝜋2𝑐3

Доля энергии на каждую степень свободы 
с учётом двух плоскостей поляризации:

𝜀 = 2 ∗
𝑘𝑇

2
= 𝑘𝑇

Спектральная плотность энергии излучения:

𝑢𝜔 =
𝑑𝑁

𝑑ω
∗

𝜀

𝑉
=

ω2𝑉

𝜋2𝑐3 ∗
𝑘𝑇

𝑉
=

ω2𝑘𝑇

𝜋2𝑐3

Испускательная способность абсолютно чёрного тела:

𝑟𝜔 =
𝑐

4
𝑢𝜔 =

ω2𝑘𝑇

4𝜋2𝑐2

Ультрафиолетовая катастрофа:

𝑅 = න

0

∞

𝑟𝜔𝑑𝜔 = න

0

∞
ω2𝑘𝑇

4𝜋2𝑐2 𝑑𝜔 =
𝑘𝑇

4𝜋2𝑐2 න

0

∞

ω2𝑑𝜔 =
𝑘𝑇

12𝜋2𝑐2 ቚ𝜔3

0

∞
=

𝑘𝑇

12𝜋2𝑐2 ∞3 − 03 = ∞



Статистика Бозе-Эйнштейна в случаи нулевого химического потенциала:

𝑁 𝛼,𝐵𝑜𝑠𝑒 =
1

𝑒
𝜀

𝑘𝑇 − 1
Средняя энергия микросостояния:

𝜀 𝛼,𝐵𝑜𝑠𝑒 = 𝜀 𝑁 𝛼,𝐵𝑜𝑠𝑒 =
𝜀

𝑒
𝜀

𝑘𝑇 − 1
=

ħ𝜔

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

Спектральная плотность энергии излучения:

𝑢𝜔 =
𝑑𝑁

𝑑ω
∗

𝜀 𝛼,𝐵𝑜𝑠𝑒

𝑉
=

ω2𝑉

𝜋2𝑐3 ∗
ħ𝜔

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

∗
1

𝑉
=

ω2

𝜋2𝑐3 ∗
ħ𝜔

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

=
ħ

𝜋2𝑐3 ∗
ω3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

Испускательная способность абсолютно чёрного тела:

𝑟𝜔 =
𝑐

4
𝑢𝜔 =

ħ

4𝜋2𝑐2 ∗
ω3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

Светимость абсолютно чёрного тела:

𝑅 = න

0

∞

𝑟𝜔𝑑𝜔 = න

0

∞
ħ

4𝜋2𝑐2 ∗
ω3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑𝜔 =
ħ

4𝜋2𝑐2
න

0

∞
ω3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑𝜔 =
ħ

4𝜋2𝑐2ħ4
න

0

∞
ħ𝜔 3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑 ħ𝜔 =

=
𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3
න

0

∞ ħ𝜔
𝑘𝑇

3

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑
ħ𝜔

𝑘𝑇
=

𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3
න

0

∞ ħ𝜔
𝑘𝑇

4−1

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑
ħ𝜔

𝑘𝑇
=

𝛤 4 𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 ∗
1

𝛤 4
න

0

∞ ħ𝜔
𝑘𝑇

4−1

𝑒
ħ𝜔
𝑘𝑇 − 1

𝑑
ħ𝜔

𝑘𝑇
=

=
𝛤 4 𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 Li4 1 =
3! 𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 Li4 1 =
3! 𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 𝜁 4 =
6𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 𝜁 4 =
6𝑘4𝑇4

4𝜋2𝑐2ħ3 ∗
𝜋4

90
=

𝜋2𝑘4𝑇4

60𝑐2ħ3

Формула Планка



Светимость абсолютно чёрного тела:

𝑅 =
𝜋2𝑘4𝑇4

60𝑐2ħ3 =
𝜋2𝑘4

60𝑐2ħ3 𝑇4 = 𝜎𝑇4
Вт

м2

Постоянная Стефана-Больцмана:

𝜎 =
𝜋2𝑘4

60𝑐2ħ3
=

3,142 ∗ 1,38 ∗ 10−23 Дж
К

4

60 ∗ 3 ∗ 108 м
с

2
1,05 ∗ 10−34Дж ∗ с 3

= 5,67 ∗ 10−8
Вт

м2К4

Интегральная светимость поверхности Солнца:

𝐿☉ = 𝑆☉𝑅☉ = 4𝜋𝑟☉
2 𝜎𝑇☉

4 =

= 4 ∗ 3,14 ∗ 6,96 ∗ 108м 2 ∗ 5,67 ∗ 10−8
Вт

м2К4 ∗ 5780 К 4

= 3,83 ∗ 1026Вт
Освещённость космического пространства Солнцем
на расстоянии орбиты Земли:

𝐸☉→⊕ =
𝐿☉

4𝜋𝑟⊕
2 =

3,83 ∗ 1026Вт

4 ∗ 3,14 ∗ 149,6 ∗ 109м 2 = 1361
Вт

м2 = 1,3
кВт

м2

Солнечная постоянная:
𝐽☉ = 1,3 кВт
Средняя мощность электрочайника:
𝑃чайник = 1,5 кВт

Закон Стефана-Больцмана



Решето Эратосфена
𝜁 𝑠 = ෍

𝑘=1

∞
1

𝑘𝑠
= 1 +

1

2𝑠
+

1
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+

1
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+

1
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+

1
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+
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1
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1
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1

14𝑠
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1

16𝑠
+

1

18𝑠
+ ⋯

𝜁 𝑠 −
1

2𝑠
𝜁 𝑠 = 1 −

1

2𝑠
𝜁 𝑠 = 1 +

1

3𝑠
+

1

5𝑠
+

1

7𝑠
+

1

9𝑠
+

1

11𝑠
+

1

13𝑠
+

1

15𝑠
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1

17𝑠
…

1

3𝑠
1 −

1

2𝑠
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1

3𝑠
+

1

9𝑠
+

1

15𝑠
+

1

21𝑠
+
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1
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1
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1
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1
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1
5𝑠 1 −

1
7𝑠 1 −

1
11𝑠 …
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𝑝∈ℙ

1

1 − 𝑝−𝑠



Функция распределения простых чисел
𝒙 𝝅 𝒙 𝝅 𝒙

𝒙
101 4 40%

102 25 25%

103 168 16,8%

104 1 229 12,29%

105 9 592 9,592%

lim
𝑥→∞

𝜋 𝑥

𝑥/ ln 𝑥
= 1 ⇔ 𝜋 𝑥 ≈

𝑥

ln 𝑥

෍

𝑘=1

∞
𝜋 𝑘 𝑥

𝑘
= න

0

𝑥
𝑑𝑡

ln 𝑡
− ෍

𝜌,𝜁 𝜌 =0∩𝜌≠−2𝑛,𝑛∈ℕ

න

0

𝑥𝜌

𝑑𝑡

ln 𝑡
− ln 2 + න

𝑥

∞
𝑑𝑡

𝑡 𝑡2 − 1 ln 𝑡

(простых чисел бесконечно много)



Функции определяемые набором множителей числа
Функция Мёбиуса:

𝜇 𝑛 = ቐ
1, нет повторяющих множителей, а общее число множителей чётно

−1, нет повторяющих множителей, а общее число множителей нечётно
0, есть повторяющиеся множители

Функция Лиувилля:

λ 𝑛 = ቊ
1, сумма степеней всех простых чисел в разложении чётна

−1, сумма степеней всех простых чисел в разложении нечётна

Число делителей числа:
𝜏 𝑛 - равна количеству натуральных чисел, на которые делится число 𝑛, включая само 𝑛 и 1.
Число простых делителей числа:
𝜈 𝑛 - равна количеству простых чисел, на которые делится число 𝑛, включая само 𝑛, если оно простое.
Функция Эйлера:
𝜑 𝑛 - равна количеству натуральных чисел, не превышающих 𝑛, и при этом взаимно простых с 𝑛.

1

𝜁 𝑠
= ෍

𝑘=1

∞
𝜇 𝑛

𝑛𝑠

𝜁 2𝑠

𝜁 𝑠
= ෍

𝑘=1

∞
λ 𝑛

𝑛𝑠

𝜁 𝑠

𝜁 2𝑠
= ෍

𝑘=1

∞
𝜇 𝑛

𝑛𝑠

𝜁2 𝑠 = ෍

𝑘=1

∞
𝜏 𝑛

𝑛𝑠

𝜁2 𝑠

𝜁 2𝑠
= ෍

𝑘=1

∞
2𝜈 𝑛

𝑛𝑠

𝜁 𝑠 − 1

𝜁 𝑠
= ෍

𝑘=1

∞
𝜑 𝑛

𝑛𝑠
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