


Эффект Казимира в квантовой теории поля 



Эффект Казимира в мореплавании 



Величина силы эффекта Казимира 
Уравнение плоской волны в свободном пространстве:

𝜓 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝑒𝑖 𝑘 Ԧ𝑟−𝜔𝑡+𝜉 ⇔ 𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧−𝜔𝑡+𝜉

Частота плоской волны:

𝜔2 = 𝑐2𝑘2 = 𝑐2𝑘𝑥
2 + 𝑐2𝑘𝑦

2 + 𝑐2𝑘𝑧
2

Граничные условия на зеркальных пластинах:

𝜓 𝑥, 𝑦, 0, 𝑡 = 𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑡 = 0

Краевая задача:

𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧−𝜔𝑡+𝜉 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉
′+𝑘𝑧𝑧+𝜉𝑧 =

= 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉
′
𝑒𝑖 𝑘𝑧𝑧+𝜉𝑧 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉

′
𝐴 cos 𝑘𝑧𝑧 + 1 − 𝐴2 sin 𝑘𝑧𝑧

𝜓 𝑥, 𝑦, 0, 𝑡 = 0 ⇔ 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉
′

𝐴 cos 0 + 1 − 𝐴2 sin 0 = 0 ⇒

⇒ 𝐴cos 0 + 1 − 𝐴2 sin 0 = 0 ⇒ 𝐴 = 0 ⇒ 𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉
′
sin 𝑘𝑧𝑧

𝜓 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑡 = 0 ⇔ 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑡+𝜉
′
sin 𝑘𝑧𝑎 = 0 ⇒ sin 𝑘𝑧𝑎 = 0 ⇒ 𝑘𝑧𝑎 = 𝜋𝑛 ⇒ 𝑘𝑧𝑛 =

𝜋𝑛

𝑎
, 𝑛 ∈ ℕ



Величина силы эффекта Казимира 

𝜔𝑛
2 = 𝑐2𝑘𝑥

2 + 𝑐2𝑘𝑦
2 + 𝑐2𝑘𝑧

2
𝑛 = 𝑐2𝑘𝑥

2 + 𝑐2𝑘𝑦
2 +

𝑐2𝜋2𝑛2

𝑎2
⇒ 𝜔𝑛 = 𝑐 𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2 +

𝜋2𝑛2

𝑎2

Уравнение стоячей волны между зеркальными пластинами:

𝜓𝑛 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑒𝑖 𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝜔𝑛𝑡+𝜉
′
sin 𝑘𝑧𝑛𝑧

Переход к полярным координатам:

ቊ
𝑘𝑥 = 𝑞 cos𝜑
𝑘𝑦 = 𝑞 sin𝜑

⇒ 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 = 𝑞2 ⇒ 𝜔𝑛 = 𝑐 𝑞2 +
𝜋2𝑛2

𝑎2
⇒ 𝐼 =

cos𝜑 −𝑞 sin𝜑
sin𝜑 𝑞 cos𝜑

= 𝑞 cos2 𝜑 + 𝑞 sin2𝜑 = 𝑞

Минимальная энергия квантового гармонического осциллятора:

𝐸 =
ħ𝜔

2
=
ħ

2
∗ 𝜔

Энергия вакуума между зеркальными пластинами:

𝐸 =
ħ

2
∗ 2 න

𝑘𝑥

න

𝑘𝑦

𝜎𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦

2𝜋 2 ෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛 = ħ𝜎 න

𝑘𝑥

න

𝑘𝑦

𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦

2𝜋 2 ෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛 = ∞ (ультрафиолетовая расходимость)

Частота стоячей волны:



Перенормировка

𝐸 𝑠 = ħ𝜎 න

𝑘𝑥

න

𝑘𝑦

𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦
2𝜋 2 ෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛𝜔𝑛
−𝑠 = ħ𝜎 න

𝜑

න

𝑞

𝑑𝜑𝑞𝑑𝑞

2𝜋 2 ෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 = ħ𝜎න

0

2𝜋

𝑑𝜑න

0

∞
𝑞𝑑𝑞

2𝜋 2෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 =

= ħ𝜎 ቚ𝜑
0

2𝜋
න

0

∞
𝑞𝑑𝑞

2𝜋 2
෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 = ħ𝜎 ∗ 2𝜋න

0

∞
𝑞𝑑𝑞

2𝜋 2
෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 =

ħ𝜎

2𝜋
න

0

∞

෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 𝑞𝑑𝑞 =

=
ħ𝜎

4𝜋
න

0

∞

෍

𝑛=1

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 𝑑𝑞2 =

ħ𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

න

0

∞

𝜔𝑛
1−𝑠 𝑑𝑞2 =

ħ𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

න

0

∞

𝑐 𝑞2 +
𝜋2𝑛2

𝑎2

1−𝑠

𝑑𝑞2 =

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

න

0

∞

𝑞2 +
𝜋2𝑛2

𝑎2

1−𝑠
2

𝑑𝑞2 =
ħ𝑐1−𝑠𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

න

𝜋2𝑛2

𝑎2

∞

𝑞2 +
𝜋2𝑛2

𝑎2

1−𝑠
2

𝑑 𝑞2 +
𝜋2𝑛2

𝑎2
=



Перенормировка

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

න

𝜋2𝑛2

𝑎2

∞

𝑡
1−𝑠
2 𝑑𝑡 =

ħ𝑐1−𝑠𝜎

4𝜋
෍

𝑛=1

∞

ተ
𝑡
3−𝑠
2

3 − 𝑠
2 𝜋2𝑛2

𝑎2

∞

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋
෍

𝑛=1

∞

ቚ𝑡
3−𝑠
2

𝜋2𝑛2

𝑎2

∞

=

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋
෍

𝑛=1

∞

lim
𝑡→∞

𝑡
3−𝑠
2 −

𝜋2𝑛2

𝑎2

3−𝑠
2

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋
෍

𝑛=1

∞
1

lim
𝑡→∞

𝑡
𝑠−3
2

−
𝜋𝑛

𝑎

3−𝑠

=

=
ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋
෍

𝑛=1

∞

0 −
𝜋𝑛

𝑎

3−𝑠

= −
ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋
෍

𝑛=1

∞
𝜋𝑛

𝑎

3−𝑠

= −
𝜋3−𝑠ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝜋𝑎3−𝑠
෍

𝑛=1

∞

𝑛3−𝑠 =

= −
𝜋2−𝑠ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝑎3−𝑠
෍

𝑛=1

∞

𝑛3−𝑠 = −
𝜋2−𝑠ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝑎3−𝑠
෍

𝑛=1

∞
1

𝑛𝑠−3
−

𝜋2−𝑠ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝑎3−𝑠
𝜁 𝑠 − 3

𝐸 = lim
𝑠→0

𝐸 𝑠 = − lim
𝑠→0

𝜋2−𝑠ħ𝑐1−𝑠𝜎

3 − 𝑠 2𝑎3−𝑠
𝜁 𝑠 − 3 = −

𝜋2ħ𝑐𝜎

6𝑎3
𝜁 −3

𝑠 − 3 ≥ 0
𝑠 ≥ 3

𝑠 − 3 > 1
𝑠 > 4



Аналитическое продолжение функции Римана



Аналитическое продолжение функции Римана



Аналитическое продолжение функции Римана



Частные значения 𝜁 функции в области аналитического продолжения 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 +⋯ = 𝜁 0 = 𝐵1 = −
1

2

1 + 2 + 3 + 4 + 5 +⋯ = 𝜁 −1 = −
𝐵2
2
= −

1

12

12 + 22 + 32 + 42 + 52 +⋯ = 𝜁 −2 =
𝐵3
3
= 0

13 + 23 + 33 + 43 + 53 +⋯ = 𝜁 −3 = −
𝐵4
4
=

1

120

14 + 24 + 34 + 44 + 54 +⋯ = 𝜁 −4 =
𝐵5
5
= 0

15 + 25 + 35 + 45 + 55 +⋯ = 𝜁 −5 = −
𝐵6
6
= −

1

252

𝐸 = −
𝜋2ħ𝑐𝜎

6𝑎3
𝜁 −3 = −

𝜋2ħ𝑐𝜎

6𝑎3
∗

1

120
= −

𝜋2ħ𝑐𝜎

720𝑎3

𝐹 = −
𝑑 𝐸

𝑑𝑎
= −

𝑑

𝑑𝑎
−
𝜋2ħ𝑐𝜎

720𝑎3
=
𝜋2ħ𝑐𝜎

720
∗
𝑑𝑎−3

𝑑𝑎
=
𝜋2ħ𝑐𝜎

720
∗ −3 𝑎−4 = −

𝜋2ħ𝑐𝜎

240𝑎4
⇒ 𝑝 =

𝐹

𝜎
= −

𝜋2ħ𝑐

240𝑎4

𝜁 −𝑛 = −1 𝑛
𝐵𝑛+1
𝑛 + 1



Экспериментальное обнаружение эффекта Казимира 


