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Введение

Первичные чёрные дыры (ПЧД) рассматриваются в качестве возможного реше-
ния нескольких астрофизических вопросов. Согласно современным представлениям, ПЧД
могут являться кандидатами в чёрные дыры промежуточных масс [1], вносить вклад в
скрытую массу Вселенной и стохастический фон гравитационных волн [2], а также высту-
пать в качестве зародышей для формирования центров ранних галактик, наблюдаемых в
современных астрофизических экспериментах [3].

Предположение о формировании ПЧД в ранней Вселенной высказывается в рабо-
тах [4–6]. Сегодня выдвинуты различные сценарии рождения ПЧД: образование из пер-
вичных флуктуаций плотности, коллапс топологических дефектов (струны и доменные
стенки), спонтанное нарушение симметрии в ходе фазового перехода (например, во время
QCD-перехода) [7–11]. В данной работе рассматривается механизм образования ПЧД че-
рез коллапс доменных стенок, образованных квантовыми флуктуациями в инфляционный
период.

Доменная стенка — космологический объект, формируемый между двумя вакуу-
мами скалярного поля с разными знаками. Различные вакуумы поля образуются в ходе
спонтанного нарушения калибровочной инвариантности, вызываемого квантовыми флук-
туациями полей.

В ранних исследованиях предполагалось, что стенки имеют сферическую структу-
ру, которая позволяет аналитически описать их эволюцию [12], но физические доменные
стенки имеют произвольную геометрию, что подтверждается в ходе численных симуля-
ций [13]. Данный факт делает невозможным расчёт динамики структуры аналитическими
методами. В ранних работах рассчитывалась полевая эволюция стенок, но из-за высокой
вычислительной сложности данная модель позволяет рассматривать только малые регио-
ны пространства.

В рамках настоящего исследования применяется тонкостенное приближение. Его
использование позволяет расширить границы симулируемого пространственного региона,
что обеспечивает сбор необходимого объёма статистических данных. В расчёт также вклю-
чены ключевые физические факторы: релятивистские эффекты и трение Хаббла, непо-
средственно влияющие на исследуемую динамику.

Результаты исследования будут использованы для предсказания точного спектра
масс чёрных дыр, грубо предсказанного теорией в [7], который будет сравниваться с ре-
альными данными, получаемыми из современных детекторов гравитационных волн в экс-
периментах LIGO, VIRGO, GEO600, TAMA 300 и LISA, а также в экспериментах, осно-
ванных на пульсарных таймингах, например, NANOGrav.
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(a) Компьютерная модель «солитонной пе-
ны»

(b) Компьютерная модель «доменных пузы-
рей»

Рис. 1: Результаты компьютерного моделирования [13]

Целью настоящей работы является создание метода для описания динамики домен-
ных стенок в рамках тонкостенного приближения. На его основе проводится моделирова-
ние кластеров таких стенок в условиях ранней Вселенной с последующим определением
спектра масс первичных чёрных дыр в рамках предложенной модели.

Задачи:

• Найти способ перейти от полевого описания доменной стенки к поверхностному в
приближении тонкой стенки

• Получить уравнение движения тонкой стенки

• Провести моделирование кластера доменных стенок в данном приближении

• Оптимизировать симуляцию для большого кластера

• Получить точный спектр масс ПЧД из полученных данных
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1 Описание доменных стенок

Будем рассматривать систему с действием:

S =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(1)

В соседних областях вакуум может иметь различные знаки, что описывается ϕ4-
потенциалом с простейшим видом:

V (ϕ) = λ(ϕ2 − v2)2 (2)

Данный полиномиальный потенциал выделяется тем, что он имеет два минимума,
то есть два классических вакуума ϕvac = ±v. Максимум между вакуумами и есть модель
полевой доменной стенки.

Из принципа наименьшего действия получается уравнение поля – уравнение Клейна-
Гордона:

ϕ,µ
µ +

∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0 (3)

Решение уравнения (3) для потенциала (2) с условиями , что V (ϕ) → 0 при r → ±∞
и ϕ̇ = 0, является простейшим топологическим солитоном – кинком:

ϕ(r) = vth(±

√
λ

2
v(r − r0)) (4)

Причём выражение (4) верно, если доменная стенка имеет бесконечно малую тол-
щину (приближение тонкой стенки)

ТЭИ для доменной стенки имеет вид:

Tik = ∂iϕ ∂kϕ− gik

(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(5)

Для тонкой сферической доменной стенки ТЭИ в явном виде имеет вид:

T ij =


ρ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −ρ 0

0 0 0 −ρ

 (6)
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2 Приближение тонкой стенки

Начнём с действия скалярного поля

S[ϕ] =

∫
d4x

√
−g

(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
. (7)

В простейшей метрике Минковского η = diag(1,−1,−1,−1) с
√
−g = 1 вариация

по полю ϕ дает известное уравнение движения. Решим его в (1+1)-d случае (предполагая
однородность поля по y и z):

∂2ϕ+ V ′(ϕ) = 0 , (8)
(1+1)-d
=⇒ ϕ̈− ϕ′′ + V ′(ϕ) = 0 . (9)

Если потенциал V (ϕ) содержит несколько минимумов (вакуумов), у этого уравнения име-
ется статичное решение с нетривиальной топологией (связывающее различные вакуумы).

ϕ′′ + V ′(ϕ) = 0 ,


ϕ (−∞) = v1 ,

ϕ (+∞) = v2 ,

ϕ′(±∞) → 0 .

(10)

Также из уравнения следует (условие Богомольного):

(ϕ′)2 = 2V (ϕ) . (11)

Это, так называемый, «кинк», или доменная стенка ϕwall(x), энергия которой отлична от
нуля в узкой полосе (соответствующей толщине стенки δ), где поле ϕ ̸= vi, а полная энергия
(поверхностная плотность энергии, если учесть однородность поля по y и z):

σ =

∫ +∞

−∞
2V (ϕwall) dx ≈

∫ +δ

−δ

2V (ϕwall) dx . (12)

Поскольку исходное уравнение (10) лоренц инвариантно, мы можем перейти в другую
инерциальную СО, сделав преобразование лоренца, и получим уравнение движущейся с
некоторой скоростью стенки ϕwall(x, t). Данное элементарное решение может рассматри-
ваться как упрощенная версия, описывающая малый, почти плоский, фрагмент стенки
(где приближенно достигается однородность поля ϕ поперек координаты x), и на малых
промежутках времени (где скорость стенки остается примерно постоянной). Это элемен-
тарное решение ϕwall мы будем использовать далее для упрощения действия (7).

Предположим, что после достаточного промежутка времени, поле ϕ почти во всем
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пространстве скатились в минимумы потенциала V (ϕ) и колебания вокруг этих мини-
мумов затухли — пространство перешло в вакуумные состояния vi. За исключением тех
граничных областей где эти состояния соприкасаются — там возникнут доменные стенки.
Тогда все действие (7) можно рассматривать через призму кинкового решения, и перей-
ти от теории поля ϕ к эффективной теории описывающее динамику тонких (эффективно
одномерных) стенок, как новых объектов.

Рис. 2: Переход к новой системе координат, связанной со доменной стенкой (изображена
черным) Точка X представлена как в новых координатах (красным), так и в старых ко-
ординатах (синим).

Для этого нужно перейти в новую систему координат, привязанную к сформировав-
шимся доменных стенкам: (t, x, y, z) → (τ, s1, s2, h), где h — высота над ближайшей точкой
доменной стенки, s1, s2 — внутренние координаты этой точки на стенке, τ — собствен-
ное время в этой точке стенки (часы движутся вместе поверхностью стенки). В отличие от
старых, новые координаты будут криволинейными (поскольку стенка имеет произвольную
форму) и нестационарными (поскольку стенка движется).

Определим метрику новой системы координат. Старые координаты произвольной
точки в новых координатах можно выразить следующим образом (см. Рис. 4):

Xµ = Xµ
wall(τ, s1, s2) + eµ(τ, s1, s2)h , (13)

где Xµ
wall(τ, s1, s2) — координата точки на поверхности доменной стенки от её внутренних

координат (s1, s2), а eµ(τ, s1, s2) — единичный вектор нормали к поверхности стенки в этой
точке. Тогда новая метрика:

gαβ =
∂Xµ

∂X̃α

∂Xν

∂X̃β
ηµν =

[
γab 0

0 −1

]
, (14)

где γab — «индуцированная» метрика на поверхности стенки. Нули обусловлены ортого-
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нальностью базисного вектора eµ и базисных векторов остальных координат на стенке
(τ, s1, s2) — условием по которому и строится данная система координат (см. Рис. 4). Минус
единица обусловлена единичностью нормального вектора eµ и сигнатурой пространства.
Индуцированная метрика, как можно убедиться, имеет следующую форму:

γab = ∂ã(X
µ
wall + eµ h) ∂b̃(X

wall
µ + eµ h) (15)

Теперь получим эффективное действие. Заметим что, так как никаких полевых
конфигураций кроме стенок не осталось (по условию задачи), можно подставить ϕ(X̃) =

ϕwall(X̃) ≡ ϕwall(h). Последнее равенство выполняется, поскольку поле в доменной стенке
меняется только поперек неё, причем зависимость эта известна и является ранее полу-
ченным в 1-d элементарным решением. Перейдем к новым координатам в действии (7) и
подставим элементарное решение:

S[ϕ] =

∫
d4x

√
−η

(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
−g

(
1

2

(
γab ∂

aϕ ∂bϕ− ∂hϕ ∂hϕ
)
− V (ϕ)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
−g

(
1

2

(
hab ∂

aϕwall(h) ∂
bϕwall(h)− ∂hϕwall(h) ∂

hϕwall(h)
)
− V (ϕwall)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
γ

(
−1

2
(ϕ′

wall(h))
2 − V (ϕ)

)
= −

∫
dτ ds2

∫
2V (ϕwall)

√
γ dh , (16)

где в последнем равенстве мы воспользовались формулой Богомольного (11). Заметим,
что из-за конечной толщины стенки значения потенциала V (ϕ) близки к 0 за пределами
толщины стенки, что было замечено в (12). Поэтому можно приблизить

S[ϕ] ≈ −
∫

dτ ds2
∫ +δ

−δ

2V (ϕwall)
√
γ dh , (17)

Но в таком случае мы можем использовать приближение тонкой стенки в индуцированной
метрике, если h ∼ δ:

γab = ∂ã(X
µ
wall + eµ h) ∂b̃(X

wall
µ + eµ h) ≈ ∂ãX

µ
wall ∂b̃X

wall
µ , (18)

если Ẋµ
wall ≫ ėµ и ∇Xµ

wall ≫ ∇eµ . (19)

Последние условия можно интерпретировать так: вращательным движением стенки мож-
но пренебречь по сравнению с поступательным, а радиус кривизны стенки много больше её
толщины, соответственно. Это и есть приближение тонкой стенки, которое позволяет рас-
сматривать её как 2-мерную мембрану, и пренебречь колебательными полевыми степенями
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свободы внутри стенки. Заметим также, что ∂ãX
µ
wall ∂b̃X

wall
µ — это внутренняя метрика на

поверхности стенки, обусловленная криволинейными координатами (s1, s2) и замедлением
времени τ при движении стенки. Учитывая все вышесказанное,

S[ϕ] ≈ −
∫

dτ ds2
√
∂ãX

µ
wall ∂b̃X

wall
µ

∫ +δ

−δ

2V (ϕwall) dh =

= −σ

∫
dτ ds2

√∣∣∂ãXµ
wall ∂b̃X

wall
µ

∣∣ = Seff[Xwall] , (20)

где σ может интерпретироваться как поверхностное натяжение стенки (а это то же самое,
что и плотность поверхностной энергии стенки).

Итак, мы получили т.н. действие Намбу-Гото (точнее, его обобщение 2d-объекта —
для доменной стенки, оригинальное действие написано для 1d объекта — струны). Оно опи-
сывает динамику 2-мерной релятивистской мембраны, и мы видим, что доменная стенка
ведет себя именно так, если пренебречь приповерхностными полевыми эффектами:

SNG[X(τ, s)] = −σ

∫
dτ ds2

√
|∂aXµ ∂bXµ| (21)

3 Вывод уравнений движения

Будем рассматривать доменную стенку на фоне внешней геометрии пространства.
Тогда наше действие можно записать так (описано в Приложении):

SP [X(τ, s)] = −
σ

2

∫
dτd2s(

√
hhab∂aX

µ∂bX
νgµν −

√
h ), (22)

где внешняя метрика gµν в общем случае зависит от положения в пространстве gµν =

gµν(t, r⃗).
Найдём уравнение движения, варьируя действие по координатам Xµ:

δXSP = −σ

2

∫
dτ d2s

√
hhab δ(∂aX

µ ∂bX
ν gµν) . (23)

Вычислим вариацию подынтегрального выражения:

δ(∂aX
µ ∂bX

ν gµν) = ∂aX
µ ∂bX

ν δgµν + 2gµν ∂aδX
µ ∂bX

ν

= ∂aX
µ ∂bX

ν ∂λgµν δX
λ + 2gµν ∂aδX

µ ∂bX
ν . (24)
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Подставляя в вариацию и интегрируя по частям второе слагаемое, получаем:

δXSP = −σ

2

∫
dτ d2s

[√
hhab∂aX

µ∂bX
ν∂λgµν − 2∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)]

δXλ = 0. (25)

В силу произвольности δXλ имеем уравнение:

√
hhab∂aX

µ∂bX
ν∂λgµν − 2∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)
= 0. (*)

Раскроем производную в (*) по правилу Лейбница:

∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)
=

√
hhab∂bX

ν∂agλν + gλν ∂a

(√
hhab∂bX

ν
)
. (26)

Тогда уравнение (*) принимает вид:

√
hhab∂aX

µ∂bX
ν
(
∂λgµν − 2∂µgλν

)
− 2gλν ∂a

(√
hhab∂bX

ν
)
= 0. (**)

Заметим, что выражение в скобках можно преобразовать:

∂λgµν − 2∂µgλν = −
(
∂νgλµ + ∂µgλν − ∂λgµν

)
= −2Γλ,µν , (27)

где Γλ,µν = 1
2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) – символ Кристоффеля первого рода.

Подставим это в (**) и поднимем индекс λ с помощью метрики gλσ (свернув с
gλσ/

√
h):

1√
h
∂a

(√
hhab∂bX

σ
)
+ Γσ

µν h
ab∂aX

µ∂bX
ν = 0 , (28)

где Γσ
µν = gλσΓλ,µν – символ Кристоффеля второго рода. Это и есть искомое уравнение

движения [14].
Внутренняя метрика hab имеет вид:

hab =

[
1 0

0 −Hab

]
, (29)

где Hab – пространственная часть метрики, следовательно,
√
h =

√
H.

Для удобства дальнейших численных вычислений полезно записать уравнение (28)
через оператор Лапласа-Бельтрами. Оператор Лапласа-Бельтрами на поверхности задаёт-
ся в виде:

∆hX
µ =

1√
H
∂s⃗

(√
HHab∂s⃗X

µ
)

(30)
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Распишем уравнение (28), используя оператор Лапласа-Бельтрами:

1
√
h
∂a(

√
hhab∂bX

λ) + Γλ
µν h

ab∂aX
µ∂bX

ν =
1
√
h
∂τ (

√
h ∂τXλ)−∆hX

λ + Γλ
µν ∂aX

µ∂aXν =

Ẍλ + ωẊλ −∆hX
λ + Γλ

µν (Ẋ
µẊν −∇sX

µ∇sX
ν) = 0, (31)

где Ẋλ = ∂τX
λ, а ∇sX

µ = ∂s⃗X
µ, ω =

∂τ
√
H

√
H

=
∂τH
2H

.

Из построения координат относительно стенки следует, что X0 = t,X i = X⃗, где t —
глобальное время, a X⃗ — радиус-вектор точки на поверхности стенки в глобальном про-
странстве. Рассмотрим интересующий нас случай FLRW-метрики для плоской Вселенной
в инфляционной стадии.

g00 = 1, gij = −a2δij,Γ
0
ij = Ha2δij,Γ

i
0j = Γi

j0 = Hδij,

все прочие компоненты Γλ
µν тождественно равны нулю, H = const

λ = 0 : Ẍ0 + ωẊ0 −∆hX
0 + Γ0

µν ∂aX
µ∂aXν = 0

Ẍ0 + ωẊ0 −∆hX
0 +Ha2∂aX⃗∂aX⃗ = 0

ẗ+ ωṫ−∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0

λ = i : Ẍ i + ωẊ i −∆hX
i + Γi

µν ∂aX
µ∂aXν = 0

Ẍ i + ωẊ i −∆hX
i + 2H∂aX0∂aX

i = 0

¨⃗
X + ω

˙⃗
X −∆hX⃗ + 2H

(
∂τ t

˙⃗
X −∇st∇sX⃗

)
= 0

Вводя Лоренц-фактор, получаем уравнения:

γ̇ + ωγ −∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0 (32)

¨⃗
X + ω

˙⃗
X −∆hX⃗ + 2H

(
γ

˙⃗
X −∇st∇sX⃗

)
= 0 (33)

Попробуем привести производные от глобального времени по внутренним коорди-
натам ∂ξt, где ξ = (τ, s1, s2), к более удобоваримому виду. Рассмотрим условие ортогональ-
ности касательных векторов к доменной стенке:

gµν e
µ
τ e

ν
s⃗ = 0,

eµτ =
(
∂τ t, ∂τX⃗

)
,

eµs⃗ =
(
∂s⃗t, ∂s⃗X⃗

)
.

(34)
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Для FLRW-метрики получаем

∂τ t ∂s⃗t− a2(t) ∂τX⃗ · ∂s⃗X⃗ = 0. (35)

Выразим отсюда ∂s⃗t:

∂s⃗t =
a2(t) ∂τX⃗ · ∂s⃗X⃗

∂τ t
. (36)

Учитывая, что ∂τ t ≡ γ, и переходя к векторным обозначениям, получаем в конечном
итоге:

∇st =
a2(t)

˙⃗
X · ∇sX⃗

γ
, (37)

где ˙⃗
X ≡ ∂τX⃗, а ∇s ≡ ∂s⃗.

Подставив условие ортогональности 37 в уравнения 32 и 33, получаем общий вид
уравнений движения доменной стенки в расширяющейся Вселенной Фридмана:

γ̇ + ωγ −∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0 (38)

¨⃗
X −∆hX⃗ + 2H

˙⃗
X

(
γ −

a2

γ
(∇sX⃗)2

)
+ ω

˙⃗
X = 0, (39)

Обратим внимание, что в уравнении 39 под обозначением ˙⃗
X имеется в виду произ-

водная по локальному времени τ . Совершим переход к глобальному времени t:

˙⃗
X =

∂X⃗

∂τ
=

∂X⃗

∂t

∂t

∂τ
= γ

∂X⃗

∂t
(40)

¨⃗
X =

∂

∂τ
˙⃗
X =

∂

∂τ

(
γ
∂X⃗

∂t

)
= γ̇

∂X⃗

∂t
+ γ2∂

2X⃗

∂t2
(41)

После введения переобозначения ˙⃗
X = ∂X⃗

∂t
, итоговое уравнение принимает вид:

¨⃗
X + 2H

˙⃗
X

(
1− a2

γ2
(∇sX⃗)2

)
+

1

γ
˙⃗
X

(
ω +

∂τγ

γ

)
− 1

γ2
∆hX⃗ = 0, (42)

где ω =
∂τH
2H

, γ = ∂τ t а γ̇ ищется из уравнения:

∂τγ + ωγ −∆ht+Ha2

γ2

(
∂X⃗

∂t

)2

−
(
∇sX⃗

)2 = 0 (43)

12



Полученная модель не учитывает дополнительные механизмы диссипации энергий,
заключающиеся в излучении гравитационных волн и скалярных частиц.

Рассмотрим случай плоской внешней метрики (a(t) = 0):

¨⃗
X +

1

γ
˙⃗
X

(
ω +

∂τγ

γ

)
− 1

γ2
∆hX⃗ = 0 (44)

Далее рассмотрим нерелятивистский предел (γ = 1):

¨⃗
X −∆hX⃗ = 0 (45)

4 Численные методы в консервативном приближении

1. Триангуляция: наиболее подходящий способ триангуляции для данной задачи —
шагающие кубики (marching cubes) [15].
Данный метод позволяет построить максимально равномерную триангуляцию, т.е.
все треугольники примерно равносторонние.
Также в качестве препроцессинга сетки стоит использовать сглаживание методом
потока средней кривизны (mean curvature flow), так как исходная сетка обладает
грубой кубичсекой геометрией.
Типичный вывод данных после триангуляции:

• verts — массив N × 3, где N — количество точек
verts = [[0.0, 0.0, 0.0], [1.0, 1.5, 0.0], [2.0, 1.5, 2.5], . . . ], структура массива — радиус-
векторы каждой вершины треугольника

• faces — массив M×3, где M — количество рёбер, M ≈ 3N (на практике M ≈ 2N)
faces = [[0, 1, 2], [1, 2, 3], [0, 2, 3], . . . ], структура массива, элементы — номера вер-
шин, составляющих треугольник

2. Оператор Лапласа-Бельтрами: дискретный оператор Лапласа-Бельтрами на тре-
угольной сетке имеет вид [16]:

∆N r⃗ (vi) =
1

2Si

∑
vj∈N1(vi)

(cotαij + cot βij)(r⃗ (vj)− r⃗ (vi)), (46)

где vi — некоторая вершина, αij и βij – два угла, противолежащие ребру ij в двух
смежных ему треугольниках, vj ∈ N1(vi) означает, что вершины vi и vj лежат на
расстоянии одного ребра друг от друга.
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Введя обозначения v⃗i = r⃗ (vi), ωij =
cotαij + cot βij

2
, получаем:

∆v⃗i =
1

Si

∑
vj∈N1(vi)

ωij(v⃗j − v⃗i) (47)

(a) Пример вида кольца vj ∈ N1(vi) (b) Расположение углов в треугольнике ∆ijk

Рис. 3: Геометрические структуры для дискретного оператора Лапласа-Бельтрами: (a)
окрестность вершины на треугольной сетке; (b) обозначения углов в отдельном треуголь-
нике.

Построение матрицы весов:

• eij = vi − vj, ejk = vj − vk, eki = vk − vi — стороны треугольника

• cot∠(⃗a, b⃗) =
(⃗a, b⃗)

|[⃗a× b⃗]|
, cot α = cot∠(eij,−eki),

cot β = cot∠(ejk,−eij), cot γ = cot∠(eki,−ejk) — углы треугольника (см. рис.
3b)

• ωij =
1

2
cot γ, ωjk =

1

2
cotα, ωki =

1

2
cot β — веса рёбер треугольника
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• Локальная матрица весов для треугольника ∆ijk:

L∆ijk =

−(ωij + ωki) ωij ωki

ωij −(ωij + ωjk) ωjk

ωki ωjk −(ωki + ωjk)

 (48)

Тогда оператор Лапласа-Бельтрами принимает вид:

∆v⃗i =
1

Si

∑
vj∈N1(vi)

Lij v⃗j (49)

Векторизованная формула:
∆v⃗ = M−1L v⃗, (50)

где M — матрица ”масс” (Mii = Si,Mij = 0 при i ̸= j), а матрица ”упругости” L

собирается таким образом:

(a) Расчитываем локальную матрицу L∆ размерности 3× 3 для каждого треуголь-
ника вышеописанным способом.

(b) Составляем матрицу селекции S∆ размерности 3 × N для треугольника ∆ijk, в
которой в первом столбце все элементы нулевые, кроме строки i, в которой стоит
единица, во втором столбце также все элементы, кроме строки j, нулевые, для
третьего столбца такая же логика.

(c) Складываем локальные матрицы L
(k)
∆ с использованием матриц селекции S

(k)
∆

для всех k-треугольников (k = 1, 2, . . . ,M) по формуле:

L =
M∑
k=1

S
(k)T
∆ L

(k)
∆ S

(k)
∆ (51)

3. Дискретизация волнового уравнения: рассмотрим простейший вариант описа-
ния колебания доменной стенки — нерелятивиская мембрана без диссипации энергии,
описываемая уравнением:

∂2r⃗

∂t2
= ∆N r⃗, (52)

где ∆N — оператор Лапласа-Бельтрами.

Дискретизируя уравнение (52) с помощью явной схнмы, получаем:

r⃗ (t+ h) = 2 r⃗ (t)− r⃗ (t− h) + h2∆N r⃗ (t) (53)

Используя дискретизацию оператора Лапласа-Бельтрами из прошлого шага, получа-
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ем итоговое выражение:

r⃗ (t+ h) = 2 r⃗ (t)− r⃗ (t− h) + h2 M−1 L r⃗ (t) (54)

Для увеличения устойчивости можно использовать неявную схему решения:

(M − h2L) r⃗ (t+ h) = M (2r⃗ (t)− r⃗ (t− h)) (55)

На первом шаге симуляция запускается с помощью уравнения:

r⃗ (t+ h) = r⃗ (t) +
1

2
h2 M−1 L r⃗ (t) (56)
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Рис. 4: Симуляция неявной схемы для 2000 шагов при h = 10−4
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5 Заключение

В течение данного семестра был найден путь решения поставленной ранее задачи
— переход к неполевому описанию эволюции доменной стенки, а также написана програм-
ма для симуляции динамики кластеров стенок. Полученный метод основан на описании
поверхности доменной стенки в тонкостенном приближении как релятивистской мембра-
ны. Общий характер выкладок позволяет рассматривать эволюцию на фоне произвольной
внешней метрики. В данной работе рассматривалась эволюция в расширяющейся плоской
фридмановской Вселенной для учёта механизма, аналогичного Хаббловскому трению.

Решённые задачи:

1. Получено уравнение, описывающее тонкую стенку в расширяющейся Вселенной с
учётом релятивистских эффектов

2. Написана программа, симулирующая эволюцию кластеров стенок в модели без дис-
сипации энергии

В следующем семестре будут решены задачи:

1. Учёт в численной симуляции эффектов трения из общего уравнения 42

2. Оптимизация программного кода для симуляции больших кластеров доменных сте-
нок

Итоговый результат исследования — точный спектр масс ПЧД, образованных кол-
лапсом кластеров доменных стенок в ранней Вселенной.
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A Переход от действия Намбу-Гото к действию

Полякова, обобщение действия Полякова для

p-бран. Действие Хоу-Такера

Действие Намбу-Гото для струны имеет вид:

SNG[X(τ, σ)] = −T

∫
dτ dσ

√
−γ, где γab = ∂aX

µ∂bX
νgµν (57)

Действие Полякова для струны имеет вид:

SP [X(τ, σ)] = −
T

2

∫
dτ dσ

√
−hhab∂aX

µ∂bX
νgµν , (58)

где hab - теперь произвольная метрика на поверхности стенки 1. Покажем, что уравнения,
получаемые из вариации действия Полякова, будут эквивалентны уравнениям для Намбу-
Гото. Для этого проварьируем действие Полякова по hab:

δhSP = −
T

2

∫
dτ dσ δ(

√
−hhab)∂aX

µ∂bX
νgµν = 0

δ(
√
−hhab) =

√
−h δhab + hab δ

√
−h = (

√
−h−

1

2

√
−hha′b′hab)δh

ab

(
√
−h−

1

2

√
−hha′b′hab) ∂a′X

µ∂b′X
νgµν = 0 =⇒

1

2
hab (h

a′b′∂a′X
µ∂b′X

νgµν) = ∂aX
µ∂bX

νgµν ≡ γab =⇒

1

2
ha′b′h

abγab = γa′b′ (59)

Предположим, что hab = Λ(τ, σ)γab (*). Тогда habγab = Λ(τ, σ)γabγab = 2Λ(τ, σ), где коэф-
фициент 2 возникает из размерности матрицы γ. Подставив данное предположение (*) в
уравнение (59), убедимся в его справедливости. Мы получили всё необходимое для дока-
зательства эквивалентности SNG и SP .

h = det(Λ(τ, σ) γab) = Λ2 γ =⇒
√
−h = Λ

√
−γ

SP = −
T

2

∫
dτ dσ

√
−hhabγab = −

T

2

∫
dτ dσΛ

√
−γ Λ−1γabγab =

1Отдельно отметим, что греческие индексы задают глобальные координаты (t, r⃗), а латинские — ло-
кальные (τ, s⃗)
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= −T

∫
dτ dσ

√
−γ = SNG (60)

Стоит обратить внимание, что данное доказательство верно только для струн (1-бран).
Покажем это, рассмотрев (59):

habh
cdγcd = 2γab =⇒ свернём с hab =⇒ habhabh

cdγcd = Nhcdγcd = 2habγab

итого: N = 2 (61)

Если рассматривать доменную стенку через переход от действия (21) к аналогу
действия Полякова для 2-браны, то возникает противоречие при постановке уравнений
на hab, что требует модификации действия. Можно выбрать действие для p-браны таким
образом (действие Хоу-Такера):

SHT [X(τ, σ)] = −
T

2

∫
dξp+1

√
−h (hab∂aX

µ∂bX
νgµν − (p− 1)), (62)

где ξ = (τ, σ1, . . . , σp), а h для удобства последующих вычислений выбирается в виде тен-
зора сигнатуры (−+ · · ·+) (mostly minus)2.

Явно покажем, что действие Хоу-Такера эквивалентно действию Намбу-Гото:

δhSHT [X(τ,σ)] = −T

2

∫
dξ p+1 δ

(√
−h (hab∂aX

µ∂bX
νgµν − (p− 1))

)
= (заметим, что δ

√
−h = −1

2
hcdδh

cd) =

= −T

2

∫
dξ p+1

(
γab −

1

2
hab

(
hcdγcd − (p− 1)

))
δhab = 0, (63)

где γab = ∂aX
µ∂bX

νgµν .
Из произвольности вариации δhab получаем уравнение:

γab −
1

2
hab

(
hcdγcd − (p− 1)

)
= 0. (*)

Свёртывая (*) с hab:

habγab −
1

2
habhab

(
hcdγcd − (p− 1)

)
= 0

A− p+ 1

2

(
A− (p− 1)

)
= 0, (64)

2Данный выбор сигнатуры помогает упростить вычисления, не влияя на результат. Для сигнатуры
(+− · · ·−)

√
−h переходит в

√
(−1)ph, а корень

√
(−1)p, выйдя общим множителем, сократится.
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где A ≡ habγab. Отсюда

A · 1− p

2
− p2 − 1

2
= 0 =⇒ habγab = p+ 1 . (**)

Подставим (**) в (*):

γab −
1

2
hab

(
(p+ 1)− (p− 1)

)
= 0

γab − hab = 0 =⇒ γab = hab . (65)

Таким образом,

√
−h =

√
−γ, habγab − (p− 1) = 2,

и действие Хоу-Такера приводится к стандартной форме Намбу–Гото:

SHT = −T

∫
dξ p+1

√
−γ = SNG (66)

Для доменной стенки — p = 2 =⇒ действие Хоу-Такера переходит в действие:

SP [X(τ, s)] = −
σ

2

∫
dτd2s(

√
hhab∂aX

µ∂bXµ −
√
h ), (67)

где возращена сигнатура hab = (+−−), σ — натяжение стенки.
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