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ВВЕДЕНИЕ

Основной теоретической моделью современной физики является Стан-
дартная модель (СМ), описывающая электромагнитное, слабое и сильное вза-
имодействие всех элементарных частиц. Последним на данный момент зна-
чительным подтверждением СМ стало открытие бозона Хиггса на Большом
адронном коллайдере в 2012 году, что завершило формирование современной
СМ.

Тем не менее, предсказания этой теоретической модели имеют некото-
рых расхождения с экспериментальными наблюдениями. Например, согласно
модели, нейтрино должны быть строго безмассовыми, в то время как верх-
няя экспериментальная оценка суммы масс всех типов нейтрино составляет
порядка 0,28 эВ [1]. Эта и некоторые другие проблемы нуждаются в решении
для расширения СМ.

Существование нейтрино было предложено Паули еще в 1930 году, что-
бы решить актуальную на тот момент проблему несохранения энергии и уг-
лового момента при ядерном β-распаде. Однако открытия нейтрино как ча-
стицы пришлось ждать до 1953-1959 годов, когда Фредерик Райнес и Клайд
Коуэн [2; 3] обнаружили электронное антинейтрино, испускаемое ядерным ре-
актором. В реакторах в процессе их работы образуются β-радиоактивные изо-
топы, в результате распада которых эти частицы возникают в больших коли-
чествах. Этот фундаментальный эксперимент положил начало исследованию
нейтрино с помощью реакторных антинейтрино.

В самом общем случае все источники нейтрино можно разделить на 3
группы:

• Космические нейтрино;

• Нейтрино от естественных источников на Земле, возникающие в процес-
сах бета-распада радионуклидов;
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• Нейтрино от искусственных источников, к ним относятся реакторные
антинейтрино и ускорительные нейтрино.

В настоящий момент наиболее интенсивными источниками антинейтри-
но являются ядерные реакторы. Для реакторных антинейтрино характерны
энергии до 10 МэВ [4]. Их полный спектр формируется из парциальных спек-
тров от всех распадающихся изотопов. При этом в связи с несовпадением
теоретических и экспериментальных данных одной из основных проблем яв-
ляется формирование точной модели для расчета спектров.

Существует два основных подхода к расчету спектров реакторных ан-
тинейтрино: метод конверсии и метод прямого суммирования (метод ab initio
– «из первых принципов»).

Метод конверсии был сформулирован и впервые применен в работах
[5; 6; 7]. В моделях такого типа для получения спектра антринейтрино ис-
пользуются спектры бета-частиц, измеренные путем облучения мишеней 235U,
239Pu и 241Pu тепловыми нейтронами на реакторе Института Лауэ—Ланжевена
(ILL, Франция) и мишени 238U быстрыми нейтронами на реакторе Техниче-
ского универститета Мюнхена (MII, Германия). Эти экспериментальные спек-
тры делятся на некоторое количество виртуальных бета-переходов, парци-
альный спектр каждого из которых по отдельности конвертируется в парци-
альный спектр антинейтрино, после чего суммированием восстанавливаются
изначальные кумулятивные антинейтринные спектры. Наиболее известные
модели конверсии описаны в работах [8; 9; 10]. Все эти работы объединяет
очень большая зависимость от истинности экспериментальных значений, по-
лученных на реакторах ILL и MII. В связи с большим количеством замечаний
по отношению к методике проведения эксперимента, невозможно однозначно
утверждать об истинности полученных данных. Более того, для лучшего сход-
ства моделей конверсии с другими экспериментами в них вводятся поправки
на физические факторы, меняющие форму спектра, однако метод полагается
на виртуальные переходы нефизичной природы, что можно расценивать как
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противоречие внутри модели. Вышеописанные факторы осложняют предска-
зания спектров антинейтрино в рамках метода конверсии.

Второй метод – метод прямого суммирования – заключается в поэтап-
ном сложении вкладов нескольких тысяч бета-переходов от всех продуктов
распада исследуемых изотопов с учетом всей физики процеса β-распада. Та-
кой подход позволяет прецизионно расчитать спектры как одиночных пере-
ходов, так и кумулятивных спектров продуктов деления радиоизотопов, кон-
тролируя вклад каждого перехода и позволяя проводить расчет даже для тех
изотопов, для которых нет измеренных спектров бета-частиц. На данный мо-
мент существует несколько ab initio моделей, наиболее известные из которых
описаны в работах [11; 12; 13], однако ни в одной из них не был учтен пол-
ный набор факторов, которые могут повлиять на процесс бета-распада, что
приводит к расхождению этих моделей с экспериментальными данными.

Таким образом, актуальной задачей является развитие новой теорети-
ческой ab initio модели для расчета спектров бета-частиц и антинейтрино.

Цель данной работы заключается в определении и развитии теоретиче-
ской модели, по которой можно построить спектр бета-частиц и антинейтрино
продуктов деления изотопов в активной зоне реактора методом прямого сум-
мирования.

Задачи:

• Получить кумулятивные спектры бета-частиц и антинейтрино от основ-
ных изотопов, используемых как топливо для ядерных реакторов (235U,
238U, 239Pu, 241Pu);

• Сравнить кумулятивные спектры с экспериментальными спектрами и
другими существующими моделями;

• При несовпадении модельных спектров с экспериментальными выяс-
нить причины несоответствия.
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1. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ

МОДЕЛИ

1.1 Расчет вероятности β-распада

Общая формула β-распада ядра с зарядовым числом Z и массовым чис-
лом A имеет следующий вид:

A
ZX −→A

Z+1 Y + e− + ν̄e. (1.1)

В связи с тем, что взаимодействие в этом процессе достаточно слабое
(гораздо слабее электромагнитного [14]), для расчета вероятности β-распада
можно применять методы теории возмущений.

Согласно золотому правилу Ферми вероятность перехода системы из
начального состояния |i⟩ с энергией Ei в некоторое конечное состояние |f⟩ с
энергией Ef в единицу времени при условии E0 = Ef − Ei равна

dWif =
2π

ℏ
|⟨f |H ′|i⟩|2 dρ|E=E0

, (1.2)

где H ′ – гамильтониан малого возмущения, приводящего к переходу, а dρ –
плотность конечных состояний на единицу энергии (статистический множи-
тель).

Для β-распада в пренебрежении малой энергией отдачи ядра (∼15 кэВ
[15]) полная энергия распределяется между электроном и антинейтрино:

E0 = Ee + Eν̄. (1.3)

Тогда статистический множитель можно представить в виде:

dρ|E=E0
=

dÑ

dE

∣∣∣∣∣∣
E=E0

=
1

dE

V d3peV d3qν̄

(2πℏ)3(2πℏ)3
, (1.4)
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где V d3pe/(2πℏ)3 – число состояний электрона для значений импульса в ин-
тервале от pe до pe+dpe, V d3qν̄/(2πℏ)3 – число состояний антинейтрино для
значений импульса в интервале от qν̄ до qν̄ + dqν̄.

Представив дифференциалы в виде

d3pe = p2edpedΩe, (1.5a)

d3qν̄ = q2ν̄dqν̄dΩν̄, (1.5b)

с учетом релятивистских соотношений, получим

p2edpe = peEedEe/c
2, (1.6a)

q2ν̄dqν̄ = qν̄Eν̄dEν̄/c
2. (1.6b)

Подставляя полученные значения в (1.2) и интегрируя по углам для чис-
ла β- и ν̄-частиц с энергией в интервале от E до E+dE получим выражения:

dWif =
1

2π3ℏ7c5
|⟨f |H|i⟩|2

√
E2

e −m2c4Ee(E0 − Ee)
2dEe, (1.7a)

dWif =
1

2π3ℏ7c5
|⟨f |H|i⟩|2

√
(E0 − Eν̄)2 −m2c4(E0 − Eν̄)

2E2
ν̄dEν̄. (1.7b)

1.2 Функция Ферми

Корректный расчет спектров β- и ν̄-частиц невозможен без учета влия-
ния поля ядра. Это обстоятельство приводит к тому, что в выражения для β-
и ν̄-спектров (1.7a, 1.7b) необходимо вводить множитель F (Z,E), называемый
функцией Ферми.

Функция Ферми F (Z,E) описывает кулоновское взаимодействие точеч-
ного дочернего ядра с β–электроном. Формально она определяется как [15]

F (Z,Ee) =
|ΨU |2

|Ψ0|2
, (1.8)
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где ΨU – решение уравнения Дирака в электрическом поле ядра, Ψ0 – решение
свободного уравнения Дирака.

Если принять дочернее ядро точечным, то можно записать функцию
Ферми в явном виде [15]:

F0(Z,Ee) = 2(γ + 1)

(
2peR

ℏc

)2(γ−1)

e(
παZEe

pe
)
|Γ(γ + iαZEe

pe
)|2

|Γ(2γ + 1)|2
, (1.9)

где α = 1/137 – постоянная тонкой структуры, pe – импульс электрона, Ee

– полная энергия вылетевшего электрона, R – радиус родительского ядра,
Z – заряд дочернего ядра, γ =

√
1− (αZ)2, Γ(z) – гамма-функция Эйлера

комплексной переменной.

Тогда форма спектра электронов в результате β-распада с учетом вы-
ражения (1.7a) может быть представлена в следующем виде [16]:

Se(Ee;E0, Z) = KpeEe(E0 − Ee)
2F0(Z,Ee)C(Z,Ee, E0), (1.10)

где K – нормировочный множитель, E0 – энергия перехода, C(Z,Ee, E0) –
фактор формы, включающий в себя ядерный матричный элемент гамиль-
тониана возмущения H ′ между конечным и начальным состояниями. Для
разрешенных β-переходов C(Z,Ee, E0) = 1 [17].

Спектр антинейтрино Sν̄(Eν̄;E0, Z) получается заменой Ee в формуле
(1.10) на E0 − Eν̄:

Sν̄(Eν̄;E0, Z) = Se(E0 − Eν̄;E0, Z). (1.11)

1.3 Построение суммарного спектра изотопа

При построении суммарного спектра бета-частиц и антинейтрино при
β-распаде конкретного изотопа необходимо учитывать вероятностный харак-
тер самого распада. Для большинства изотопов характерно наличие большо-
го количества возможных β-переходов с разной степенью запрета и разной
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энергией перехода. Каждый такой переход может произойти с некоторой ве-
роятностью, определяемой его матричным элементом.

Рисунок 1 — Схема возможных β-переходов изотопа.

Для получения суммарного спектра необходимо просуммировать все
одиночные спектры определенного изотопа с учетом вероятностей их реализа-
ции. При условии нормировки единичных спектров суммарный спектр также
является отнормированным.

Таким образом, форму суммарных спектров бета-частиц и антинейтри-
но можно представить в следующем виде:

Siso
e =

n∑
k=1

PkSek, (1.12)

Siso
ν̄ =

n∑
k=1

PkSν̄k, (1.13)

где n – количество возможных переходов, Pk – вероятность k-го перехода, Sek

и Sν̄k - одиночные спектры k-го перехода (1.10, 1.11).
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1.4 Построение кумулятивного спектра изотопа

Для получения кумулятивного спектра продуктов деления изотопа необ-
ходимо просуммировать спектры всех возможных дочерних ядер с учетом их
кумулятивных выходов. Кумулятивный выход подразумевает под собой сум-
марную вероятность того, что нужное дочернее ядро получится либо в резуль-
тат непосредственно деления материнского ядра, либо как продукт деления
одного из его осколков.

Представить форму кумулятивных спектров бета-частиц и антинейтри-
но можно в следующем виде:

Stot
e =

∑
j

CY (Z,A)Siso
ej , (1.14)

Stot
ν̄ =

∑
j

CY (Z,A)Siso
ν̄j , (1.15)

где CY (Z,A) — кумулятивный выход изотопа с зарядовым числом Z и мас-
совым числом A, а суммирование проводится по всем продуктам распада.

1.5 Реконструирование позитронного спектра

С момента открытия в экспериментах на ядерном реакторе, детектиро-
вание антинейтрино осуществляется, в основном, по реакции обратного бета-
распада (ОБР):

ν̄e + p → n+ e+. (1.16)

Позитронный спектр получается сверткой потока антинейтрино с диф-
ференциальным сечением ОБР [18]:

dNe+

dEe+
(Ee+) = ϵNp

∫ Eν̄ max

Eν̄ min

Φν̄(Eν̄) ·
dσIBD

dEe+
(Ee+, Eν̄) dEν̄, (1.17)
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где ϵ – эффективность регистрации, Np — число протонов мишени, Φν̄ — поток
реакторных антинейтрино, σIBD — сечение реакции ОБР.

Связь потока реакторных антинейтрино с кумулятивным спектром ан-
тинейтрино можно представить в следующем виде:

Φν̄(Eν̄) =
1

4πL2

∑
i

N
(i)
fisS

tot
ν̄i (Eν̄), (1.18)

где N
(i)
fis – число делений i-го изотопа в реакторе в единицу времени, L – рас-

стояние от детектора до реактора, Stot
ν̄i – кумулятивный спектр антинейтрино

(1.15) i-го изотопа.

Число делений связано с тепловой мощностью реактора следующим об-
разом:

Pth =
∑
i

N
(i)
fis εi = Nfis

∑
i

αiεi = Nfis⟨ε⟩, (1.19)

где Nfis – полное число делений в реакторе в единицу времени, αi – доля
делений i-го изотопа в смеси, εi, – тепловая энергия, выделяемая при делении
i-го изотопа, ⟨ε⟩ – средняя тепловая энергия, выделяемая при одном делении
в реакторе.

С учетом (1.19) можно переписать выражение (1.18) в более удобной
форме:

Φν̄(Eν̄) =
Pth

4πL2⟨ε⟩
∑
i

αiS
tot
ν̄i (Eν̄), (1.20)

Тогда выражение для позитронного спектра можно привести к виду:

dNe+

dEe+
(Ee+) =

ϵNpPth

4πL2⟨ε⟩
∑
i

αi

∫ Eν̄ max

Eν̄ min

Stot
ν̄i (Eν̄) ·

dσIBD

dEe+
(Ee+, Eν̄) dEν̄, (1.21)

Деление на множитель перед интегралом позволяет перейти к более
универсальной форме спектра, не зависящей от характеристик эксперимен-
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тальной установки и конкретного реактора-источника:

Se+(Ee+) =
∑
i

αi

∫ Eν̄ max

Eν̄ min

Stot
ν̄i (Eν̄) ·

dσIBD

dEe+
(Ee+, Eν̄) dEν̄. (1.22)

Такое представление спектра наиболее удобно для анализа и сравне-
ния с экспериментальными данными, при этом Se+(Ee+) имеет размерность
[см2/(деление·МэВ)].

Методы расчета дифференциального сечения ОБР представлены в ра-
ботах [18; 19]. В системе покоя протона эта величина может быть выражена
в явном виде:

dσIBD

dEe+
(Ee+, Eν) = 2mp

G2
F |Vud|2

2π(s−m2
p)

2
|M|2 (1.23)

при условии, что

Eν̄ ≥
(mn +me)

2 −m2
p

2mp
≈ 1.806 МэВ, (1.24)

где GF — постоянная Ферми слабого взаимодействия, Vud — ud–элемент CKM-
матрицы смешивания, s = (pip + piν̄)

2 = 2mpEν̄ — мандельштамовская пере-
менная, pi — 4-импульс, mp,mn,me — массы протона, нейтрона и электрона
соответственно. Явный вид функции M представлен в работе [19].

Реконструирование позитронного спектра позволяет проводить сравне-
ние теоретической модели с экспериментальными данными (эксперименты
RENO [20], DayaBay [21], PROSPECT [21] и др.).
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2. УЧЕТ ПОПРАВОК К СПЕКТРАМ

β-ЧАСТИЦ И АНТИНЕЙТРИНО

Выражения (1.10) и (1.11) для формы спектров электронов и антиней-
трино не учитывают всех тонкостей процесса β-распада и получены в гру-
бом приближении с большим количеством упрощений. Для увеличения точ-
ности модели необходимо ввести к этим выражениям поправки, учитываю-
щие те или иные физические факторы, влияющие на эти спектры. В целях
соответствия литературе и упрощения вида формул все выводы и выраже-
ния, представленные в этой главе, приведены в рациональной системе единиц
(h = c = 1).

2.1 Поправка на конечный размер дочернего ядра

Функция Ферми (1.9) была получена в приближении того, что доче-
нее ядро считается точечным. Если учесть конечный размер ядра, то решить
уравнение Дирака и получить более точное выражение для функции Ферми
аналитически невозможно. Для соответствия имеющейся функции F0(Z,Ee)

в работе [22] рассматривается следующая модель: ядро представляется в ви-
де шара с равномерно распределенным по нему зарядом, радиус R которого
выбирается таким образом, чтобы получилось экспериментально правильное
значение ⟨r2⟩1/2 для дочернего ядра. Численным решением уравнения Дирака
в данной модели в той же работе было получено следующее выражение для
функции L0(Z,E), являющейся поправкой к функции Ферми:

L0(Z,E) = 1 +
13

60
(αZ)2 − αZER(41− 26γ)

[15(2γ − 1)]
− αZRγ(17− 2γ)

[30E(2γ − 1)]
+

+ a−1
R

E
+

5∑
n=0

an(ER)n + 0.41(R− 0.0164)(αZ)4.5, (2.1)
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где γ =
√
1− (αZ)2, an =

∑6
j=1 bj,n(αZ)

j, а значения коэффициентов bj,n для
электронов даны в таблице 2.1.

Таблица 2.1 — Коэффициенты bj,n функции L0(Z,E) для электронов [22].

b1 b2 b3 b4 b5 b6

a−1 0.115 -1.8123 8.2498 -11.223 -14.854 32.086
a0 -0.00062 0.007165 0.01841 -0.53736 1.2691 -1.5467
a1 0.02482 -0.5975 4.84199 -15.3374 23.9774 -12.6534
a2 -0.14038 3.64953 -38.8143 172.1368 -346.708 288.7873
a3 0.008152 -1.15664 49.9663 -273.711 657.6292 -603.7033
a4 1.2145 -23.9931 149.9718 -471.2985 662.1909 -305.6804
a5 -1.5632 33.4192 -255.1333 938.5297 -1641.2845 1095.358

2.2 Поправка на конечный размер родительского ядра

Поправка на конечный размер родительского ядра связана с неточечно-
стью слабого взаимодействия и, соответственно, необходимостью учитывать
конечность длин волн лептонов и распределение нуклонов внутри ядра. Яв-
ный вид такой поправки зависит от разрешенности и типа перехода. В случае
разрешенных переходов гамов–теллеровского типа она представима в следу-
ющем виде [23]:

C(Z,E) ≃ 1 + C0 + C1E + C2E
2 + C−1/E, (2.2)

где

C0 = −1

5
(E0R)2 +

4

9
R2 +

2

35
αZE0R− 233

630
(αZ)2 (2.2a)

C1 =
4

9
E0R

2 − 4

7
αZR (2.2b)

C2 = −4

9
R2 (2.2c)

C−1 = − 2

45
E0R

2 − αZR

70
(2.2d)
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2.3 Радиационные поправки

Радиационные поправки связаны с тем, что заряженные частицы, участ-
вующие в процессе распада, неизбежно взаимодействуют с квантовым элек-
тромагнитным полем, испуская и поглощая как виртуальные фотоны (кото-
рые изменяют эффективные свойства частиц), так и реальные фотоны, что
приводит к перераспределению энергии между продуктами распада и изме-
няет наблюдаемую форму спектра. Аналитический вид для функций g(E,E0)

и h(E,E0), описывающих радиационные поправки к спектрам электронов и
антинейтрино соответственно, был получен в работах [24], [25] и [26]:

g(E,E0) =

{
1 +

α

2π

[
3 lnmp −

3

4
+

4

β
Ls

(
2β

1 + β

)
+

+ 4

(
tanh−1 β

β
− 1

)(
E0 − E

3E
− 3

2
+ ln

[
2(E0 − E)

me

])
+

+
tanh−1 β

β

(
2(1 + β2) +

(E0 − E)2

6E2
− 4 tanh−1 β

)
−

− 3 ln
mpme

2E0

]}
×

{
1.026725

[
1− 2α

3π
ln

2E0

me

] 9
4

}
, (2.3)

h(E,E0) = 1 +
α

2π

{
3 ln

(
mp

me

)
+

23

4
+

+
8

β̂
Ls

(
2β̂

1 + β̂
+ 8

(
tanh−1 β̂

β̂
− 1

)
ln

(
2Êβ̂

me

)
+

+ 4
tanh−1 β̂

β̂

[
7 + 3β̂2

8
− 2 tanh−1 β̂

]}
, (2.4)

где Ê = E0 − Eν, β̂ = p̂

Ê
, p̂ =

√
Ê2 −m2

e, а Ls(x) – функция Спенса, также
известная как дилогарифм:

Ls(x) =

∫ x

0

ln(1− t)

t
dt = −Li2(x). (2.5)
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2.4 Учет экранирования

Рассматривая процесс β-распада, необходимо учитывать влияние элек-
тронной оболочки атома на процесс испускания электронов, возникающее из-
за кулоновского взаимодействия между бета-частицей и электронами атомной
оболочки, которые частично экранируют ядерный заряд, ослабляя притяже-
ние между ядром и вылетающим бета-электроном. Это приводит к изменению
формы бета-спектра, в особенности в низкоэнергетической области.

Существует большое количество моделей потенциала экранирования,
однако основные модели согласуются между собой в пределах нескольких
процентов [23]. В настоящей работе используется относительно простая мо-
дель, полученная в работе [27]:

S(Z,E) =

 Ē
E

(
p̄
p

)(2γ−1)

eπ(ȳ−y) |Γ(γ+iȳ)|2
|Γ(γ+iy)|2 , Ē > me;

1, Ē < me,
(2.6)

где Ē = E − V0, p̄ =
√

Ē2 −m2
e, y = αZE

p , ȳ = αZĒ
p̄ , a V0 – потенциал экрани-

рования, заданный в виде:

V0 = α2(Z − 1)
4
3N(Z − 1). (2.7)

В этом выражении N(Z) – дискретная функция для параметризации, задан-
ная как линейная интерполяция значений из таблицы (2.2).

Таблица 2.2 — Точки функции N(Z) для параметризации поправки на учет
экранирования [27].

Z 1 8 13 16 23 27 29 49 84 92
N(Z) 1.000 1.420 1.484 1.497 1.520 1.544 1.561 1.637 1.838 1.907
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2.5 Слабый магнетизм

Поправка на слабый магнетизм вызвана интерференцией между вкла-
дом гамов-теллеровского механизма и вкладом, обусловленным разностью
электромагнитных форм-факторов нуклонов, в слабое взаимодействие, что
эффективно можно воспринимать, как взаимодействие магнитного момента
ядра и β-частицы. В случае разрешенных переходов гамма-теллеровского ти-
па выражение для этой поправки представимо в следующем виде [28]:

W(E,E0) = 1 + δWM = 1 +
2

3

µν − 1/2

MNgA
(Eeβ

2 − (E0 − E)), (2.8)

где MN – атомная единица массы (масса нуклона), µν – изовекторный магнит-
ный момент нуклона, gA – постоянная аксиально-векторного взаимодействия.

2.6 «Эффект обмена»

Неортогональность волновых функций атомов в начальном и конечном
состояниях при β-распаде допускает дополнительные косвенные процессы,
посредством которых могут испускаться электроны. В случае «эффекта об-
мена» эта неортогональность оставляет возможность испускания β-частицы
непосредственно в связанное состояние дочернего атома, тем самым вытесняя
первоначально связанный с этим атомом электрон.

Экспериментально невозможно отличить этот непрямой процесс от обыч-
ного β-распада, поэтому вводится дополнительная коррекция для экспери-
ментально полученных спектров. В теоретической модели, в свою очередь,
необходимо учесть обратную коррекцию для лучшего сходства с эксперимен-
тальными данными.

В настоящей работе для учета этого эффекта используется эмпириче-
ская формула, полученная в работе [23]:

X(Z,E) ≈ 1+ a/W ′+ b/W ′2+ c · exp(−dW ′)+ e · sin[(W − f)g +h]/W i, (2.9)
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где W ′ = W − 1, W = E
me

, а параметры (a, b, . . . , i) протабулированы для
каждого значения Z и представлены в приложении к работе [23].

2.7 Запаздывание перестройки электронной оболочки

«Атомная несогласованность» (в англоязычной литературе – «Atomic
mismatch») — это эффект, возникающий при β-распаде, когда внезапное из-
менение заряда ядра происходит гораздо быстрее, чем электронная оболочка
атома успевает перестроиться в новое основное состояние, что приводит к то-
му, что атом оказывается в возбуждённом состоянии с электронной конфигу-
рацией, ещё соответствующей исходному ядру. Это временное несоответствие
между изменением заряда ядра и перераспределением электронов затем ком-
пенсируется через процессы перестройки оболочки — внутренней конверсией,
испусканием Оже-электронов или рентгеновского излучения — что влияет на
полную энергию, выделяющуюся при распаде.

Аналитическое выражение для учета описанного эффекта было полу-
чено в работе [29]:

r(Z,E,E0) = 1− 2

E0 − E

(
1

2

∂2

∂Z2
B(Z) + 2(C0 + C1)

)
, (2.10)

где C0 и C1 – поправочные коэффициенты, подробно описанные в работе [29],
а B(Z) – энергия связи для нейтрального атома с (Z + 1) протонами.

Вторая производная, входящая в выражение (2.10), может быть пара-
метризована как функция от параметра Z [30]:

∂2

∂Z2
B(Z) = 44.200Z0.41 + 2.3196 · 10−7Z4.45 [эВ]. (2.11)
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2.8 Учет запрещенности переходов

Запрещёнными называют β-переходы, при которых в силу значитель-
ного различия начального и конечного ядерных состояний (изменение спина
∆J ≥ 2 или противоположная чётность π = −1) лептонная пара вынуж-
дена уносить с собой ненулевой орбитальный угловой момент (L ≥ 1). В та-
ком случае в разложении полного матричного элемента перехода доминируют
высшие мультипольные компоненты, причем они подавлены пропорциональ-
но (pR)2L. Такие переходы классифицируются по степени запрета L и делятся
на уникальные (с одним доминирующим ядерным матричным элементом) и
неуникальные (со сложной интерференцией ядерных матричных элементов).
Каждой степени и типу запрета соответствует свой набор требований к изме-
нению спина и чётности ядра, а также характерная форма энергетического
спектра испускаемых электронов.

В настоящей работе был проведен анализ отношения вкладов переходов
различных типов и степеней запрещенности в кумулятивные спектры иссле-
дуемых изотопов. Полученные относительные вклады приведены в таблице
(2.3). Тип «А» соответствует разрешенным переходам, тип «S» – суперраз-
решенным переходам (с изменением спин-четности 0+ → 0+), типы «XU»
и «XNU» – переходам уникального и неуникального типа соответственно со
степенью запрещенности X.

Таблица 2.3 — Относительные вклады различных типов переходов в кумуля-
тивные спектры исследуемых изотопов.

A 1U 1NU 2U 2NU 3U
235U 40.16% 12.69% 27.67% 0.07% 3.79% <0.01%
238U 43.77% 8.87% 24.88% 0.07% 3.57% <0.01%
239Pu 48.06% 8.50% 23.51% 0.07% 4.38% <0.01%
241Pu 47.82% 7.09% 23.52% 0.07% 3.72% <0.01%
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3NU 4U 4NU 5NU S Неизвестный тип
235U 0.47% <0.01% 0.01% 0.03% <0.01% 15.09%
238U 0.29% <0.01% 0.02% 0.06% <0.01% 18.46%
239Pu 0.20% <0.01% 0.03% 0.02% <0.01% 15.22%
241Pu 0.15% <0.01% 0.04% 0.03% 0.01% 17.55%

Из полученных данных можно сделать вывод, что нельзя пренебрегать
учетом специфики формы переходов первой степени запрета. Однако, в си-
лу относительной малости различия между спектрами разрешенных и запре-
щенных переходов [11] и малости суммарного вклада в кумулятивный спектр
(<5%), можно пренебречь отдельным учетом переходов старших степеней за-
прета, так как изменение кумулятивного спектра составит менее 0.5%.

Выражения для фактора формы и поправок на слабый магнетизм для
разрешенных переходов и переходов первой степени запрещенности описаны
в работе [31]:

Allowed (∆Jπ=1+) :

C(E,Eν) = 1

δWM = 2
3
µν−1/2
MNgA

(Eeβ
2 − (E0 − E))

(2.12a)

1st Unique (∆Jπ=2−) :

C(E,Eν) =
R2

9

(
E2

ν + p2eF̃p1/2

)
δWM = 3

5
µν−1/2
MNgA

(Eeβ
2−Eν)(p

2
e+E2

ν)+2β2EeEν(Eν−Ee)/3
p2e+E2

ν

(2.12b)

1st NonUnique (∆Jπ=0−) :

C(E,Eν) =
R2

9

(
E2

ν + p2eF̃p1/2 + 2peEνF̃sp1/2

)
δWM = 0

(2.12c)

1st NonUnique (∆Jπ=1−) :

C(E,Eν) =
R2

9

(
E2

ν +
2
3p

2
eF̃p1/2 +

1
3p

2
eF̃p3/2 − 4

3EνpeF̃sp1/2

)
δWM = µν−1/2

MNgA

(Eeβ
2−Eν)(p

2
e+E2

ν)+2β2EeEν(Eν−Ee)/3
p2e+E2

ν−4β2EνEe/3

(2.12d)
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Функции F̃p3/2, F̃p1/2, F̃sp1/2 в приведенных выражениях – Ферми-подобные
функции, определенные следующим образом [31]:

F̃p3/2(Ee, Z) ≃ F1(E,Z)/F0(E,Z), (2.13a)

F̃p1/2(Ee, Z,R) ≃

[(
αZ

2
+

EeR

3

)2

+

(
meR

3

)2

−

− 2m2
eR

3Ee

(
αZ

2
+

EeR

3

)]
/j21(peR),

(2.13b)

F̃sp1/2(Ee, Z,R) ≃
[(

αZ

2
+

EeR

3

)
− m2

eR

3Ee

]
/(j0(peR)j1(peR)), (2.13c)

где j0(x), j1(x) – сферические функции Бесселя, а F0 и F1 – функции Ферми
нулевого и первого порядка, описанные в работе [32].

2.9 Влияние поправок на форму спектров

Вклад каждой из описанных в настоящей главе поправок приведен в
таблице 2.4 и проиллюстрирован на рисунках 2 и 3. Как можно видеть, вклад
поправок в мягкой области составляет порядка 10% для бета-спектра и по-
рядка 5% для спектра антинейтрино. В жесткой области вклады составляют
порядка 15% и 6% соответственно.

Влияние уровня и типа запрещенности переходов на одиночный спектр
проиллюстрировано на рисунке 4. Наиболее сильно от разрешенных переходов
отличаются переходы неуникального типа первой степени запрета с измене-
нием спин-четности 1−. Переходы того же типа с изменением спин-четности
0−, в свою очередь, наиболее близки к разрешенным и отличаются от них
менее чем на 0.1%.
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Таблица 2.4 — Сводная таблица используемых в настоящей работе поправок
к спектрам β-частиц и антинейтрино

Обозначение
Учитываемый физический

фактор
Вклад в
спектр

Формула

L0(Z,E)
Поправка на конечный размер

дочернего ядра
≈ 4% 2.1

C(Z,E)
Поправка на конечный размер

родительского ядра
≈ 2.5% 2.2

g(E,E0) Радиационные поправки (β) ≈ 6% (β) 2.3
h(E,E0) Радиационные поправки (ν̄) ≈ 1% (ν̄) 2.4
S(Z,E) Учет экранирования ≈ 2.5% 2.6
W(E,E0) Слабый магнетизм ≈ 2% 2.8
X(Z,E) «Эффект обмена» ≈ 2.5% 2.9

r(Z,E,E0)
Запаздывание перестройки

электронной оболочки
≈ 2% 2.10
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Рисунок 2 — Вклад поправок в форму одиночного синтетического бе-
та–спектра (Z=46, E0 −me = 8 МэВ, переход полагается разрешенным)
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Рисунок 3 — Вклад поправок в форму одиночного синтетического спектра
антинейтрино (Z=46, E0 −me = 8 МэВ, переход полагается разрешенным)
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Рисунок 4 — Влияние степени и типа запрещенности на одиночный синтети-
ческий бета-спектр (Z=46, E0 −me = 8 МэВ)
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3. РАСЧЕТ ОШИБОК МОДЕЛЬНЫХ

СПЕКТРОВ

Для расчета ошибок модельных спектров в настоящей работе использо-
вался метод Монте-Карло.

3.1 Расчет ошибок спектров отдельных изотопов

Для каждого одиночного распада изотопа случайно варьировались зна-
чения вероятности перехода P и энергии перехода E0:

Pj ∼ N
(
Pj, σPj

)
, (3.1a)

E0,j ∼ N
(
E0,j, σE0,j

)
, (3.1b)

где σPj
и σE0,j

– погрешности соответствующих величин, взятые из экспери-
ментальных баз данных.

Для каждой итерации k строился спектр Siso
(k) согласно выражениям

(1.12, 1.13). После N итераций для каждого энергетического бина Ei были
рассчитаны среднее значение и ошибка:

Siso(Ei) =
1

N

N∑
k=1

Siso
(k)(Ei), (3.2a)

σSiso(Ei) =

√√√√ 1

N − 1

N∑
k=1

(
Siso
(k)(Ei)− Siso(Ei)

)2
. (3.2b)

3.2 Расчет ошибок кумулятивных спектров

Для каждого изотопа, дающего вклад в кумулятивный спектр, случайно
варьировались значения кумулятивного выхода Y и значения Siso в энерге-
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тическом бине Ei:
Y

(k)
j ∼ N

(
Yj, σYj

)
, (3.3a)

Siso
(k) ∼ N

(
Siso, σSiso

)
, (3.3b)

где σYj
– погрешность кумулятивного выхода из используемой библиотеки

ядерных данных.

Для каждой итерации k строился спектр Stot
(k) согласно выражениям

(1.14, 1.15). После N итераций для каждого энергетического бина так же
были рассчитаны среднее значение и ошибка:

Stot =
1

N

N∑
k=1

Stot
(k), (3.4a)

σStot =

√√√√ 1

N − 1

N∑
k=1

(
Stot
(k) − Stot

)2
. (3.4b)

3.3 Расчет ошибок позитронных спектров

Позитронный спектр Se+ рассчитывается согласно выражению (1.22).
Множитель dσIBD

dEe+
как функция от аргумента Eν̄ при фиксированном значе-

нии E ′
e+ эффективно описывается дельта-функцией δ((E ′

e+ −∆)−Eν̄), где ∆

– разность масс нейтрона и протона. Таким образом, вклад в погрешность
позитронного спектра в некоторой точке E ′

e+ дает только погрешность куму-
лятивного спектра антинейтрино в точке E∗

ν̄ = E ′
e+ −∆ и погрешность самого

сечения ОБР:
σSe+

(E ′
e+) =

√
σ2
Sν̄
(E∗

ν̄) + σ2
σIDB

. (3.5)
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4. «ВОССТАНОВЛЕНИЕ» НЕИЗВЕСТНЫХ

СХЕМ РАСПАДОВ

В настоящей работе все необходимые для расчета модельных спектров
экспериментально полученные данные (вероятности в схемах переходов, ку-
мулятивные выходы) брались из библиотеки ядерных экспериментальных дан-
ных JENDL (Japanese Evaluated Nuclear Data Library) и из библиотеки ядер-
ных баз данных ENSDF (Nuclear Data Services).

Из ∼800 изотопов, дающих вклад в кумулятивные спектры продуктов
деления 235U, 238U, 239Pu и 241Pu, для ∼300 изотопов нет никакой информации
об их схемах распада. Их суммарный вклад в кумулятивный спектр состав-
ляет порядка 3-6%, поэтому пренебречь ими нельзя. В связи с этим встает
вопрос о методах реконструкции недостающей информации.

В настоящей работе «восстановление» неизвестных схем распадов про-
водилось на основе следующих предположений:

• Чем выше энергия распада – тем большим числом переходов предпола-
гается описывать спектр;

• При особенно высоких энергиях распада у нейтрон-избыточных ядер
учитывается наличие конкурентного канала – испускание нейтрона;

• У близких по заряду, массе и энергии распада ядер схемы распада по-
лагаются схожими;

• В случае значительной неопределенности предполагаемых параметров
для изотопа выбирается та конфигурация распада, которая дает наи-
лучшее соответствие с экспериментальными данными.
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5. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ СПЕКТРОВ

5.1 Сравнение спектров отдельных изотопов с экспери-

ментальными данными

Для валидации полученных с использованием изложенной теоретиче-
ской модели спектров было проведено сравнение с экспериментальными дан-
ными и данными, полученными с помощью других методов расчета. На ри-
сунках 5, 6 приведено сравнение модельных спектров изотопов 92Rb и 142Cs
с экспериментальными данными, полученными в работе [33]. На рисунке 7
приведено сравнение модельного спектра 36Cl с данными, полученными с ис-
пользование ПО FLUKA [34].
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Рисунок 5 — Спектр бета-частиц от распада 92Rb.
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Рисунок 6 — Спектр бета-частиц от распада 142Cs.
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Рисунок 7 — Cпектр бета-частиц от распада 36Cl.

Полученные модельные значения хорошо согласуются с эксперименталь-
ными и расчетными данными, из чего можно сделать вывод, что модель хо-
рошо описывает спектры отдельных изотопов.
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5.2 Сравнение кумулятивных спектров с эксперименталь-

ными данными

Для дальнейшей валидации модели были использованы полученные со-
гласно (1.14, 1.15) кумулятивные спектры антинейтрино продуктов деления
235U, 239Pu, 241Pu тепловыми нейтронами и деления 238U быстрыми нейтрона-
ми. По ним были реконструированы позитронные спектры согласно выраже-
нию (1.22).

Сравнение модельных позитронных спектров с экспериментально полу-
ченными в работах [20; 21] значениями приведены на рисунках 8, 9. На тех же
рисунках приведено сравнение с другой существующей моделью BESTIOLE
(Beta Energy Spectrum Tool for an Improved Optimal List of Elements)[11]. Дан-
ная модель была выбрана для сравнения по следующим причинам:

• Данная модель, как и модель в настоящей работе, построена на методе
прямого суммирования;

• Другие модели, построенные на этом методе, позволяют расчитывать
меньшее количество точек спектра, в связи с чем теряется точность;

• Данная модель является одной из самых последних на момент написа-
ния настоящей работы.

Из сравнения можно сделать вывод, что модельные спектры, получен-
ные в настоящей работе, гораздо лучше сходятся с экспериментальными дан-
ными, чем спектры конкурентной модели.

Таким образом, настоящая модель может быть использована для полу-
чения наиболее точных на момент написания работы кумулятивных спектров
бета-частиц и антинейтрино и соответствующих им позитронных спектров.
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Рисунок 8 — Отношение экспериментального позитронного спектра (RENO)
от деления смеси изотопов к модельным позитронным спектрам.
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Рисунок 9 — Отношение экспериментального позитронного спектра (Daya
Bay) от деления смеси изотопов к модельным позитронным спектрам.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная научно-исследовательская работа посвящена исследованию и
расчету спектров бета-частиц и антинейтрино, рожденных в процессе β-распада.

Первая часть работы включала в себя получение спектров бета-частиц
и антинейтрино в простейшем приближении. Были учтены кинематика про-
цесса β-распада, влияние поля ядра на процесс перехода, был записан явный
вид функции Ферми (1.9), описывающей поправку на это влияние. Были по-
лучены общие формулы (1.10) и (1.11), описывающие формы спектра бета-
частиц и антинейтрино от единичного β-распада с известной энергией перехо-
да. Суммированием этих спектров с учетом вероятностей их реализации были
получены выражения для полных спектров бета-частиц (1.12) и антинейтрино
(1.13) от β-распада известного изотопа. С учетом всех кумулятивных выходов
дочерних изотопов, были получены выражения для кумулятивных спектров
(1.14), (1.15) основных радионуклидов, используемых в качестве топлива для
ядерных реакторов. Для сравнения с экспериментом и дальнейшего анализа
исследовался метод реконструирования позитронных спектров (1.22) радио-
нуклидов на основе реакции обратного бета-распада (ОБР).

Следующая часть работы заключалась в уточнении модели путем вве-
дения поправок, учитывающих влияние тех или иных физических факторов
на процесс β-распада. Был учтен ряд поправок, дающих наибольший вклад в
изменение спектров. Также было учтено влияние запрещенности распада на
форму спектра для переходов с первой степенью запрета.

Далее для валидации модели было проведено сравнение полученных в
работе модельных спектров отдельных изотопов с экспериментальными дан-
ными и расчетами, проведенными с использованием ПО FLUKA (рисунки 5,
6, 7). С той же целью было проведено сравнение полученных в работе пози-
тронных спектров с другой моделью и с экспериментальными данными (рис.
8, 9).
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Валидация показала, что настоящая модель может быть использована
для получения наиболее точных на момент написания работы кумулятивных
спектров бета-частиц и антинейтрино.

Тем самым, актуальной на данный момент остается задача расчета спек-
тров антинейтрино продуктов деления 235U, 238U, 239Pu и 241Pu быстрыми
нейтронами.
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