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Ââåäåíèå

Ïåðâè÷íûå ÷¼ðíûå äûðû (Ï×Ä) ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ

íåñêîëüêèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ âîïðîñîâ. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, Ï×Ä ìî-

ãóò ÿâëÿòüñÿ êàíäèäàòàìè â ÷¼ðíûå äûðû ïðîìåæóòî÷íûõ ìàññ [1], âíîñèòü âêëàä â ñêðû-

òóþ ìàññó Âñåëåííîé è ñòîõàñòè÷åñêèé ôîí ãðàâèòàöèîííûõ âîëí [2], à òàêæå âûñòóïàòü

â êà÷åñòâå çàðîäûøåé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ öåíòðîâ ðàííèõ ãàëàêòèê, íàáëþäàåìûõ â ñîâðå-

ìåííûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ [3].

Ïðåäïîëîæåíèå î ôîðìèðîâàíèè Ï×Ä â ðàííåé Âñåëåííîé âûñêàçûâàåòñÿ â ðàáî-

òàõ [4�6]. Ñåãîäíÿ âûäâèíóòû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ðîæäåíèÿ Ï×Ä: îáðàçîâàíèå èç ïåð-

âè÷íûõ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè, êîëëàïñ òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ (ñòðóíû è äîìåííûå

ñòåíêè), ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè â õîäå ôàçîâîãî ïåðåõîäà (íàïðèìåð, âî âðåìÿ

QCD-ïåðåõîäà) [7�11]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ Ï×Ä ÷å-

ðåç êîëëàïñ äîìåííûõ ñòåíîê, îáðàçîâàííûõ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè â èíôëÿöèîííûé

ïåðèîä.

Äîìåííàÿ ñòåíêà � êîñìîëîãè÷åñêèé îáúåêò, ôîðìèðóåìûé ìåæäó äâóìÿ âàêóó-

ìàìè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Ðàçëè÷íûå âàêóóìû ïîëÿ îáðàçóþòñÿ â õîäå

ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, âûçûâàåìîãî êâàíòîâûìè ôëóê-

òóàöèÿìè ïîëåé.

Â ðàííèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñòåíêè èìåþò ñôåðè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü èõ ýâîëþöèþ [12], íî ôèçè÷åñêèå äîìåííûå

ñòåíêè èìåþò ïðîèçâîëüíóþ ãåîìåòðèþ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ â õîäå ÷èñëåííûõ ñèìóëÿ-

öèé [13]. Äàííûé ôàêò äåëàåò íåâîçìîæíûì ðàñ÷¼ò äèíàìèêè ñòðóêòóðû àíàëèòè÷åñêèìè

ìåòîäàìè. Â ðàííèõ ðàáîòàõ ðàññ÷èòûâàëàñü ïîëåâàÿ ýâîëþöèÿ ñòåíîê, íî èç-çà âûñîêîé

âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàëûå ðåãèî-

íû ïðîñòðàíñòâà.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîíêîñòåííîå ïðèáëèæåíèå. Åãî

èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ãðàíèöû ñèìóëèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåãèîíà,

÷òî îáåñïå÷èâàåò ñáîð íåîáõîäèìîãî îáú¼ìà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Â ðàñ÷¼ò òàêæå âêëþ-

÷åíû êëþ÷åâûå ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû: ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû è òðåíèå Õàááëà, íåïîñðåä-

ñòâåííî âëèÿþùèå íà èññëåäóåìóþ äèíàìèêó.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ òî÷íîãî ñïåêòðà

ìàññ ÷¼ðíûõ äûð, ãðóáî ïðåäñêàçàííîãî òåîðèåé â [7], êîòîðûé áóäåò ñðàâíèâàòüñÿ ñ ðåàëü-

íûìè äàííûìè, ïîëó÷àåìûìè èç ñîâðåìåííûõ äåòåêòîðîâ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â ýêñïåðè-

ìåíòàõ LIGO, VIRGO, GEO600, TAMA 300 è LISA, à òàêæå â ýêñïåðèìåíòàõ, îñíîâàííûõ

íà ïóëüñàðíûõ òàéìèíãàõ, íàïðèìåð, NANOGrav.
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(a) Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ¾ñîëèòîííîé ïå-

íû¿

(b) Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ¾äîìåííûõ ïóçû-

ðåé¿

Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [13]

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìåòîäà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè äîìåí-

íûõ ñòåíîê â ðàìêàõ òîíêîñòåííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íà åãî îñíîâå ïðîâîäèòñÿ ìîäåëèðîâà-

íèå êëàñòåðîâ òàêèõ ñòåíîê â óñëîâèÿõ ðàííåé Âñåëåííîé ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì

ñïåêòðà ìàññ ïåðâè÷íûõ ÷¼ðíûõ äûð â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè.

Çàäà÷è:

� Íàéòè ñïîñîá ïåðåéòè îò ïîëåâîãî îïèñàíèÿ äîìåííîé ñòåíêè ê ïîâåðõíîñòíîìó â

ïðèáëèæåíèè òîíêîé ñòåíêè

� Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òîíêîé ñòåíêè

� Ïðîâåñòè ìîäåëèðîâàíèå êëàñòåðà äîìåííûõ ñòåíîê â äàííîì ïðèáëèæåíèè

� Îïòèìèçèðîâàòü ñèìóëÿöèþ äëÿ áîëüøîãî êëàñòåðà

� Ïîëó÷èòü òî÷íûé ñïåêòð ìàññ Ï×Ä èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ

4



1 Îïèñàíèå äîìåííûõ ñòåíîê

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñ äåéñòâèåì:

S =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(1)

Â ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ âàêóóì ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå çíàêè, ÷òî îïèñûâàåòñÿ ϕ4-

ïîòåíöèàëîì ñ ïðîñòåéøèì âèäîì:

V (ϕ) = λ(ϕ2 − v2)2 (2)

Äàííûé ïîëèíîìèàëüíûé ïîòåíöèàë âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îí èìååò äâà ìèíèìóìà,

òî åñòü äâà êëàññè÷åñêèõ âàêóóìà ϕvac = ±v. Ìàêñèìóì ìåæäó âàêóóìàìè è åñòü ìîäåëü

ïîëåâîé äîìåííîé ñòåíêè.

Èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå Êëåéíà-

Ãîðäîíà:

ϕ,µ
µ +

∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0 (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äëÿ ïîòåíöèàëà (2) ñ óñëîâèÿìè , ÷òî V (ϕ)→ 0 ïðè r → ±∞
è ϕ̇ = 0, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì òîïîëîãè÷åñêèì ñîëèòîíîì � êèíêîì:

ϕ(r) = vth(±

√
λ

2
v(r − r0)) (4)

Ïðè÷¼ì âûðàæåíèå (4) âåðíî, åñëè äîìåííàÿ ñòåíêà èìååò áåñêîíå÷íî ìàëóþ òîë-

ùèíó (ïðèáëèæåíèå òîíêîé ñòåíêè)

ÒÝÈ äëÿ äîìåííîé ñòåíêè èìååò âèä:

Tik = ∂iϕ ∂kϕ− gik

(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
(5)

Äëÿ òîíêîé ñôåðè÷åñêîé äîìåííîé ñòåíêè ÒÝÈ â ÿâíîì âèäå èìååò âèä:

T ij =


ρ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −ρ 0

0 0 0 −ρ

 (6)
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2 Ïðèáëèæåíèå òîíêîé ñòåíêè

Íà÷í¼ì ñ äåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

S[ϕ] =

∫
d4x
√
−g
(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
. (7)

Â ïðîñòåéøåé ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî η = diag(1,−1,−1,−1) ñ
√
−g = 1 âàðèàöèÿ

ïî ïîëþ ϕ äàåò èçâåñòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ. Ðåøèì åãî â (1+1)-d ñëó÷àå (ïðåäïîëàãàÿ

îäíîðîäíîñòü ïîëÿ ïî y è z):

∂2ϕ+ V ′(ϕ) = 0 , (8)

(1+1)-d
=⇒ ϕ̈− ϕ′′ + V ′(ϕ) = 0 . (9)

Åñëè ïîòåíöèàë V (ϕ) ñîäåðæèò íåñêîëüêî ìèíèìóìîâ (âàêóóìîâ), ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìå-

åòñÿ ñòàòè÷íîå ðåøåíèå ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé (ñâÿçûâàþùåå ðàçëè÷íûå âàêóóìû).

ϕ′′ + V ′(ϕ) = 0 ,


ϕ (−∞) = v1 ,

ϕ (+∞) = v2 ,

ϕ′(±∞)→ 0 .

(10)

Òàêæå èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò (óñëîâèå Áîãîìîëüíîãî):

(ϕ′)2 = 2V (ϕ) . (11)

Ýòî, òàê íàçûâàåìûé, ¾êèíê¿, èëè äîìåííàÿ ñòåíêà ϕwall(x), ýíåðãèÿ êîòîðîé îòëè÷íà îò

íóëÿ â óçêîé ïîëîñå (ñîîòâåòñòâóþùåé òîëùèíå ñòåíêè δ), ãäå ïîëå ϕ ̸= vi, à ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

(ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè, åñëè ó÷åñòü îäíîðîäíîñòü ïîëÿ ïî y è z):

σ =

∫ +∞

−∞
2V (ϕwall) dx ≈

∫ +δ

−δ

2V (ϕwall) dx . (12)

Ïîñêîëüêó èñõîäíîå óðàâíåíèå (10) ëîðåíö èíâàðèàíòíî, ìû ìîæåì ïåðåéòè â äðóãóþ

èíåðöèàëüíóþ ÑÎ, ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå ëîðåíöà, è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæóùåéñÿ ñ

íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ ñòåíêè ϕwall(x, t). Äàííîå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê óïðîùåííàÿ âåðñèÿ, îïèñûâàþùàÿ ìàëûé, ïî÷òè ïëîñêèé, ôðàãìåíò ñòåíêè

(ãäå ïðèáëèæåííî äîñòèãàåòñÿ îäíîðîäíîñòü ïîëÿ ϕ ïîïåðåê êîîðäèíàòû x), è íà ìàëûõ

ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè (ãäå ñêîðîñòü ñòåíêè îñòàåòñÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé). Ýòî ýëåìåí-

òàðíîå ðåøåíèå ϕwall ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ äåéñòâèÿ (7).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå äîñòàòî÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, ïîëå ϕ ïî÷òè âî âñåì
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ïðîñòðàíñòâå ñêàòèëèñü â ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà V (ϕ) è êîëåáàíèÿ âîêðóã ýòèõ ìèíèìóìîâ

çàòóõëè � ïðîñòðàíñòâî ïåðåøëî â âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ vi. Çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ãðàíè÷-

íûõ îáëàñòåé ãäå ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîïðèêàñàþòñÿ � òàì âîçíèêíóò äîìåííûå ñòåíêè. Òîãäà

âñå äåéñòâèå (7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åðåç ïðèçìó êèíêîâîãî ðåøåíèÿ, è ïåðåéòè îò

òåîðèè ïîëÿ ϕ ê ýôôåêòèâíîé òåîðèè îïèñûâàþùåå äèíàìèêó òîíêèõ (ýôôåêòèâíî îäíî-

ìåðíûõ) ñòåíîê, êàê íîâûõ îáúåêòîâ.

Ðèñ. 2: Ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñî äîìåííîé ñòåíêîé (èçîáðàæåíà
÷åðíûì) Òî÷êà X ïðåäñòàâëåíà êàê â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (êðàñíûì), òàê è â ñòàðûõ êîîð-
äèíàòàõ (ñèíèì).

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïåðåéòè â íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðèâÿçàííóþ ê ñôîðìèðîâàâ-

øèìñÿ äîìåííûõ ñòåíêàì: (t, x, y, z)→ (τ, s1, s2, h), ãäå h � âûñîòà íàä áëèæàéøåé òî÷êîé

äîìåííîé ñòåíêè, s1, s2 � âíóòðåííèå êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè íà ñòåíêå, τ � ñîáñòâåí-

íîå âðåìÿ â ýòîé òî÷êå ñòåíêè (÷àñû äâèæóòñÿ âìåñòå ïîâåðõíîñòüþ ñòåíêè). Â îòëè÷èå îò

ñòàðûõ, íîâûå êîîðäèíàòû áóäóò êðèâîëèíåéíûìè (ïîñêîëüêó ñòåíêà èìååò ïðîèçâîëüíóþ

ôîðìó) è íåñòàöèîíàðíûìè (ïîñêîëüêó ñòåíêà äâèæåòñÿ).

Îïðåäåëèì ìåòðèêó íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñòàðûå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ðèñ. 2):

Xµ = Xµ
wall

(τ, s1, s2) + eµ(τ, s1, s2)h , (13)

ãäå Xµ
wall

(τ, s1, s2) � êîîðäèíàòà òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè äîìåííîé ñòåíêè îò å¼ âíóòðåííèõ

êîîðäèíàò (s1, s2), à eµ(τ, s1, s2) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñòåíêè â ýòîé

òî÷êå. Òîãäà íîâàÿ ìåòðèêà:

gαβ =
∂Xµ

∂X̃α

∂Xν

∂X̃β
ηµν =

[
γab 0

0 −1

]
, (14)

ãäå γab � ¾èíäóöèðîâàííàÿ¿ ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè. Íóëè îáóñëîâëåíû îðòîãî-
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íàëüíîñòüþ áàçèñíîãî âåêòîðà eµ è áàçèñíûõ âåêòîðîâ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò íà ñòåíêå

(τ, s1, s2) � óñëîâèåì ïî êîòîðîìó è ñòðîèòñÿ äàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñì. Ðèñ. 2). Ìè-

íóñ åäèíèöà îáóñëîâëåíà åäèíè÷íîñòüþ íîðìàëüíîãî âåêòîðà eµ è ñèãíàòóðîé ïðîñòðàí-

ñòâà. Èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

γab = ∂ã(X
µ
wall

+ eµ h) ∂b̃(X
wall

µ + eµ h) (15)

Òåïåðü ïîëó÷èì ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå. Çàìåòèì ÷òî, òàê êàê íèêàêèõ ïîëåâûõ

êîíôèãóðàöèé êðîìå ñòåíîê íå îñòàëîñü (ïî óñëîâèþ çàäà÷è), ìîæíî ïîäñòàâèòü ϕ(X̃) =

ϕwall(X̃) ≡ ϕwall(h). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîëå â äîìåííîé ñòåíêå

ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîïåðåê íå¼, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü ýòà èçâåñòíà è ÿâëÿåòñÿ ðàíåå ïîëó-

÷åííûì â 1-d ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì. Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì â äåéñòâèè (7) è

ïîäñòàâèì ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå:

S[ϕ] =

∫
d4x
√
−η
(
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
−g
(
1

2

(
γab ∂

aϕ ∂bϕ− ∂hϕ ∂hϕ
)
− V (ϕ)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
−g
(
1

2

(
hab ∂

aϕwall(h) ∂
bϕwall(h)− ∂hϕwall(h) ∂

hϕwall(h)
)
− V (ϕwall)

)
=

=

∫
dτ ds2 dh

√
γ

(
−1

2
(ϕ′

wall
(h))

2 − V (ϕ)

)
= −

∫
dτ ds2

∫
2V (ϕwall)

√
γ dh , (16)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Áîãîìîëüíîãî (11). Çàìåòèì,

÷òî èç-çà êîíå÷íîé òîëùèíû ñòåíêè çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà V (ϕ) áëèçêè ê 0 çà ïðåäåëàìè

òîëùèíû ñòåíêè, ÷òî áûëî çàìå÷åíî â (12). Ïîýòîìó ìîæíî ïðèáëèçèòü

S[ϕ] ≈ −
∫

dτ ds2
∫ +δ

−δ

2V (ϕwall)
√
γ dh , (17)

Íî â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå òîíêîé ñòåíêè â èíäóöèðîâàííîé

ìåòðèêå, åñëè h ∼ δ:

γab = ∂ã(X
µ
wall

+ eµ h) ∂b̃(X
wall

µ + eµ h) ≈ ∂ãX
µ
wall

∂b̃X
wall

µ , (18)

åñëè Ẋµ
wall
≫ ėµ è ∇Xµ

wall
≫ ∇eµ . (19)

Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì ñòåíêè ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòóïàòåëüíûì, à ðàäèóñ êðèâèçíû ñòåíêè ìíîãî áîëüøå å¼

òîëùèíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî è åñòü ïðèáëèæåíèå òîíêîé ñòåíêè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàñ-

ñìàòðèâàòü å¼ êàê 2-ìåðíóþ ìåìáðàíó, è ïðåíåáðå÷ü êîëåáàòåëüíûìè ïîëåâûìè ñòåïåíÿìè
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ñâîáîäû âíóòðè ñòåíêè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ∂ãX
µ
wall

∂b̃X
wall

µ � ýòî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íà

ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, îáóñëîâëåííàÿ êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè (s1, s2) è çàìåäëåíèåì

âðåìåíè τ ïðè äâèæåíèè ñòåíêè. Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå,

S[ϕ] ≈ −
∫

dτ ds2
√
∂ãX

µ
wall

∂b̃X
wall
µ

∫ +δ

−δ

2V (ϕwall) dh =

= −σ
∫

dτ ds2
√∣∣∂ãXµ

wall
∂b̃X

wall
µ

∣∣ = Se�[Xwall] , (20)

ãäå σ ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ñòåíêè (à ýòî òî æå ñàìîå,

÷òî è ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ñòåíêè).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ò.í. äåéñòâèå Íàìáó-Ãîòî (òî÷íåå, åãî îáîáùåíèå 2d-îáúåêòà �

äëÿ äîìåííîé ñòåíêè, îðèãèíàëüíîå äåéñòâèå íàïèñàíî äëÿ 1d îáúåêòà � ñòðóíû). Îíî îïè-

ñûâàåò äèíàìèêó 2-ìåðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìåìáðàíû, è ìû âèäèì, ÷òî äîìåííàÿ ñòåíêà

âåäåò ñåáÿ èìåííî òàê, åñëè ïðåíåáðå÷ü ïðèïîâåðõíîñòíûìè ïîëåâûìè ýôôåêòàìè:

SNG[X(τ, s)] = −σ
∫

dτ ds2
√
|∂aXµ ∂bXµ| (21)

3 Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîìåííóþ ñòåíêó íà ôîíå âíåøíåé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà.

Òîãäà íàøå äåéñòâèå ìîæíî çàïèñàòü òàê (îïèñàíî â Ïðèëîæåíèè):

SP [X(τ, s)] = −
σ

2

∫
dτd2s(

√
hhab∂aX

µ∂bX
νgµν −

√
h ), (22)

ãäå âíåøíÿÿ ìåòðèêà gµν â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå gµν =

gµν(t, r⃗).

Íàéä¼ì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âàðüèðóÿ äåéñòâèå ïî êîîðäèíàòàì Xµ:

δXSP = −σ

2

∫
dτ d2s

√
hhab δ(∂aX

µ ∂bX
ν gµν) . (23)

Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ:

δ(∂aX
µ ∂bX

ν gµν) = ∂aX
µ ∂bX

ν δgµν + 2gµν ∂aδX
µ ∂bX

ν

= ∂aX
µ ∂bX

ν ∂λgµν δX
λ + 2gµν ∂aδX

µ ∂bX
ν . (24)
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Ïîäñòàâëÿÿ â âàðèàöèþ è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àåì:

δXSP = −σ

2

∫
dτ d2s

[√
hhab∂aX

µ∂bX
ν∂λgµν − 2∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)]

δXλ = 0. (25)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δXλ èìååì óðàâíåíèå:

√
hhab∂aX

µ∂bX
ν∂λgµν − 2∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)
= 0. (*)

Ðàñêðîåì ïðîèçâîäíóþ â (*) ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∂a

(√
hhabgλν∂bX

ν
)
=
√
hhab∂bX

ν∂agλν + gλν ∂a

(√
hhab∂bX

ν
)
. (26)

Òîãäà óðàâíåíèå (*) ïðèíèìàåò âèä:

√
hhab∂aX

µ∂bX
ν
(
∂λgµν − 2∂µgλν

)
− 2gλν ∂a

(√
hhab∂bX

ν
)
= 0. (**)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:

∂λgµν − 2∂µgλν = −
(
∂νgλµ + ∂µgλν − ∂λgµν

)
= −2Γλ,µν , (27)

ãäå Γλ,µν = 1
2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) � ñèìâîë Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Ïîäñòàâèì ýòî â (**) è ïîäíèìåì èíäåêñ λ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè gλσ (ñâåðíóâ ñ

gλσ/
√
h):

1√
h
∂a

(√
hhab∂bX

σ
)
+ Γσ

µν h
ab∂aX

µ∂bX
ν = 0 , (28)

ãäå Γσ
µν = gλσΓλ,µν � ñèìâîë Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà. Ýòî è åñòü èñêîìîå óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ [14].

Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà hab èìååò âèä:

hab =

[
1 0

0 −Hab

]
, (29)

ãäå Hab � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ìåòðèêè, ñëåäîâàòåëüíî,
√
h =
√
H.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ïîëåçíî çàïèñàòü óðàâíåíèå (28)

÷åðåç îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ïîâåðõíîñòè çàäà¼ò-

ñÿ â âèäå:

∆hX
µ =

1√
H
∂s⃗

(√
HHab∂s⃗X

µ
)

(30)
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Ðàñïèøåì óðàâíåíèå (28), èñïîëüçóÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè:

1
√
h
∂a(
√
hhab∂bX

λ) + Γλ
µν h

ab∂aX
µ∂bX

ν =
1
√
h
∂τ (
√
h ∂τXλ)−∆hX

λ + Γλ
µν ∂aX

µ∂aXν =

Ẍλ + ωẊλ −∆hX
λ + Γλ

µν (Ẋ
µẊν −∇sX

µ∇sX
ν) = 0, (31)

ãäå Ẋλ = ∂τX
λ, à ∇sX

µ = ∂s⃗X
µ, ω =

∂τ
√
H

√
H

=
∂τH
2H

.

Èç ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî ñòåíêè ñëåäóåò, ÷òî X0 = t,X i = X⃗, ãäå t

� ãëîáàëüíîå âðåìÿ, a X⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè â ãëîáàëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé FLRW-ìåòðèêè äëÿ ïëîñêîé Âñåëåííîé

â èíôëÿöèîííîé ñòàäèè.

g00 = 1, gij = −a2δij,Γ0
ij = Ha2δij,Γ

i
0j = Γi

j0 = Hδij,

âñå ïðî÷èå êîìïîíåíòû Γλ
µν òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, H = const

λ = 0 : Ẍ0 + ωẊ0 −∆hX
0 + Γ0

µν ∂aX
µ∂aXν = 0

Ẍ0 + ωẊ0 −∆hX
0 +Ha2∂aX⃗∂aX⃗ = 0

ẗ+ ωṫ−∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0

λ = i : Ẍ i + ωẊ i −∆hX
i + Γi

µν ∂aX
µ∂aXν = 0

Ẍ i + ωẊ i −∆hX
i + 2H∂aX0∂aX

i = 0

¨⃗
X + ω

˙⃗
X −∆hX⃗ + 2H

(
∂τ t

˙⃗
X −∇st∇sX⃗

)
= 0

Ââîäÿ Ëîðåíö-ôàêòîð, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:

γ̇ + ωγ −∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0 (32)

¨⃗
X + ω

˙⃗
X −∆hX⃗ + 2H

(
γ

˙⃗
X −∇st∇sX⃗

)
= 0 (33)

Ïîïðîáóåì ïðèâåñòè ïðîèçâîäíûå îò ãëîáàëüíîãî âðåìåíè ïî âíóòðåííèì êîîðäèíà-

òàì ∂ξt, ãäå ξ = (τ, s1, s2), ê áîëåå óäîáîâàðèìîìó âèäó. Ðàññìîòðèì óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-

ñòè êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê äîìåííîé ñòåíêå:
gµν e

µ
τ e

ν
s⃗ = 0,

eµτ =
(
∂τ t, ∂τX⃗

)
,

eµs⃗ =
(
∂s⃗t, ∂s⃗X⃗

)
.

(34)
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Äëÿ FLRW-ìåòðèêè ïîëó÷àåì

∂τ t ∂s⃗t− a2(t) ∂τX⃗ · ∂s⃗X⃗ = 0. (35)

Âûðàçèì îòñþäà ∂s⃗t:

∂s⃗t =
a2(t) ∂τX⃗ · ∂s⃗X⃗

∂τ t
. (36)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂τ t ≡ γ, è ïåðåõîäÿ ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì â êîíå÷íîì

èòîãå:

∇st =
a2(t)

˙⃗
X · ∇sX⃗

γ
, (37)

ãäå
˙⃗
X ≡ ∂τX⃗, à ∇s ≡ ∂s⃗.

Ïîäñòàâèâ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè 37 â óðàâíåíèÿ 32 è 33, ïîëó÷àåì îáùèé âèä

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äîìåííîé ñòåíêè â ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà:

γ̇ + ωγ −∆ht+Ha2
(
(
˙⃗
X)2 − (∇sX⃗)2

)
= 0 (38)

¨⃗
X −∆hX⃗ + 2H

˙⃗
X

(
γ −

a2

γ
(∇sX⃗)2

)
+ ω

˙⃗
X = 0, (39)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â óðàâíåíèè 39 ïîä îáîçíà÷åíèåì
˙⃗
X èìååòñÿ â âèäó ïðîèç-

âîäíàÿ ïî ëîêàëüíîìó âðåìåíè τ . Ñîâåðøèì ïåðåõîä ê ãëîáàëüíîìó âðåìåíè t:

˙⃗
X =

∂X⃗

∂τ
=

∂X⃗

∂t

∂t

∂τ
= γ

∂X⃗

∂t
(40)

¨⃗
X =

∂

∂τ
˙⃗
X =

∂

∂τ

(
γ
∂X⃗

∂t

)
= γ̇

∂X⃗

∂t
+ γ2∂

2X⃗

∂t2
(41)

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
˙⃗
X = ∂X⃗

∂t
, èòîãîâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

¨⃗
X + 2H

˙⃗
X

(
1− a2

γ2
(∇sX⃗)2

)
+

1

γ
˙⃗
X

(
ω +

∂τγ

γ

)
− 1

γ2
∆hX⃗ = 0, (42)

ãäå ω =
∂τH
2H

, γ = ∂τ t à γ̇ èùåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

∂τγ + ωγ −∆ht+Ha2

γ2

(
∂X⃗

∂t

)2

−
(
∇sX⃗

)2 = 0 (43)
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Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò äîïîëíèòåëüíûå ìåõàíèçìû äèññèïàöèè ýíåðãèé,

çàêëþ÷àþùèåñÿ â èçëó÷åíèè ãðàâèòàöèîííûõ âîëí è ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïëîñêîé âíåøíåé ìåòðèêè (a(t) = 0):

¨⃗
X +

1

γ
˙⃗
X

(
ω +

∂τγ

γ

)
− 1

γ2
∆hX⃗ = 0 (44)

Äàëåå ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë (γ = 1):

¨⃗
X −∆hX⃗ = 0 (45)

4 Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äîìåííîé ñòåíêè â òîíêîñòåííîì

ïðèáëèæåíèè

Äëÿ âûâîäà ýíåðãèè âîñïîëüçóåìñÿ äåéñòâèåì Íàìáó-Ãîòî, ïîëó÷åíûì ðàíåå:

SNG = −σ
∫

dτds2
√
γ,

ãäå γ = det(γab), γab = ∂aX
µ∂bXµ

Íàéä¼ì ÿâíûé âèä ìåòðèêè γab, âîñïîëüçîâàâøèñü êàëèáðîâêîé τ = t1.

γ00 = ẊµẊµ = 1− v2

γi0 = ∂iX
µẊµ = −v⃗ ∂iX⃗

γii = −∂iX⃗ ∂jX⃗

γ = det(γab) = (1− v2⊥) det(γij)

Çàìåòèì, ÷òî det(γij)ds
2 = dA, ãäå dA - ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè äîìåííîé

ñòåíêè.

Ïîäñòàâèâ ÿâíûé âèä
√
γ â äåéñòâèå, ïîëó÷èì:

S = −σ
∫

dτdA
√

1− v2⊥ =⇒ L = −σ
∫

dA
√
1− v2⊥

1Âûâîä, ïðèâåä¼ííûé íèæå, ìîæåò áûòü ïðîäåëàí â îáùåì ñëó÷àå ñ áîëåå ñëîæíîé ìàòåìàòèêîé, íî
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áóäåò àíàëîãè÷åí.
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Ïåðåéä¼ì îò ëàãðàíæèàíà ê ãàìèëüòîíèàíó:

P =
∂L

∂v
= σ

v⊥√
1− v2⊥

= σ v⊥γ

Âûðàçèì v⊥ ÷åðåç P :

P 2 = σ2 v2⊥
1− v2⊥

=⇒ P 2
(
1− v2⊥

)
= σ2 v2⊥ =⇒ v2⊥ =

P 2

P 2 + σ2
,

îòêóäà

v⊥ =
P√

P 2 + σ2
,

√
1− v2⊥ =

σ√
P 2 + σ2

, γ =

√
P 2 + σ2

σ
. (46)

Ãàìèëüòîíîâà ïëîòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà:

H = P v⊥ − L. (47)

Ïîäñòàâëÿÿ (46):

P v⊥ =
P 2

√
P 2 + σ2

, −L = σ
√

1− v2⊥ =
σ2

√
P 2 + σ2

,

è ñêëàäûâàÿ,

H =
√
P 2 + σ2 (48)

Ýòî çíàêîìàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìóëà ¾E =
√

m2c4 + p2c2¿ äëÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ìàññû

σ è èìïóëüñà P , ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû:

H =

∫
dA
√
P 2 + σ2 = σ

∫
γ dA. (49)

5 ×èñëåííûå ìåòîäû íàä òðåóãîëüíîé ñåòêîé

1. Òðèàíãóëÿöèÿ: íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé ñïîñîá òðèàíãóëÿöèè äëÿ äàííîé çàäà÷è �

øàãàþùèå êóáèêè (marching cubes) [15].

Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ, ò.å.

âñå òðåóãîëüíèêè ïðèìåðíî ðàâíîñòîðîííèå.

Òàêæå â êà÷åñòâå ïðåïðîöåññèíãà ñåòêè ñòîèò èñïîëüçîâàòü ñãëàæèâàíèå ìåòîäîì

ïîòîêà ñðåäíåé êðèâèçíû (mean curvature �ow), òàê êàê èñõîäíàÿ ñåòêà îáëàäàåò

ãðóáîé êóáè÷ñåêîé ãåîìåòðèåé.
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Òèïè÷íûé âûâîä äàííûõ ïîñëå òðèàíãóëÿöèè:

� verts � ìàññèâ N × 3, ãäå N � êîëè÷åñòâî òî÷åê

verts = [[0.0, 0.0, 0.0], [1.0, 1.5, 0.0], [2.0, 1.5, 2.5], . . . ], ñòðóêòóðà ìàññèâà � ðàäèóñ-

âåêòîðû êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà

� faces � ìàññèâM×3, ãäåM � êîëè÷åñòâî ð¼áåð,M ≈ 3N (íà ïðàêòèêåM ≈ 2N)

faces = [[0, 1, 2], [1, 2, 3], [0, 2, 3], . . . ], ñòðóêòóðà ìàññèâà, ýëåìåíòû � íîìåðà âåð-

øèí, ñîñòàâëÿþùèõ òðåóãîëüíèê

2. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè: äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà òðå-

óãîëüíîé ñåòêå èìååò âèä [16]:

∆N r⃗ (vi) =
1

2Si

∑
vj∈N1(vi)

(cotαij + cot βij)(r⃗ (vj)− r⃗ (vi)), (50)

ãäå vi � íåêîòîðàÿ âåðøèíà, αij è βij � äâà óãëà, ïðîòèâîëåæàùèå ðåáðó ij â äâóõ

ñìåæíûõ åìó òðåóãîëüíèêàõ, vj ∈ N1(vi) îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû vi è vj ëåæàò íà

ðàññòîÿíèè îäíîãî ðåáðà äðóã îò äðóãà.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ v⃗i = r⃗ (vi), ωij =
cotαij + cot βij

2
, ïîëó÷àåì:

∆v⃗i =
1

Si

∑
vj∈N1(vi)

ωij(v⃗j − v⃗i) (51)

Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû âåñîâ:

� eij = vi − vj, ejk = vj − vk, eki = vk − vi � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà

� cot∠(⃗a, b⃗) =
(⃗a, b⃗)

|[⃗a× b⃗]|
, cot α = cot∠(eij,−eki),

cot β = cot∠(ejk,−eij), cot γ = cot∠(eki,−ejk) � óãëû òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ.

3b)

� ωij =
1

2
cot γ, ωjk =

1

2
cotα, ωki =

1

2
cot β � âåñà ð¼áåð òðåóãîëüíèêà

� Ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà âåñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ∆ijk:

L∆ijk =

−(ωij + ωki) ωij ωki

ωij −(ωij + ωjk) ωjk

ωki ωjk −(ωki + ωjk)

 (52)
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(a) Ïðèìåð âèäà êîëüöà vj ∈ N1(vi) (b) Ðàñïîëîæåíèå óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ∆ijk

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû äëÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè: (a)
îêðåñòíîñòü âåðøèíû íà òðåóãîëüíîé ñåòêå; (b) îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ â îòäåëüíîì òðåóãîëü-
íèêå.

Òîãäà îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ïðèíèìàåò âèä:

∆v⃗i =
1

Si

∑
vj∈N1(vi)

Lij v⃗j (53)

Âåêòîðèçîâàííàÿ ôîðìóëà:

∆v⃗ = M−1L v⃗, (54)

ãäå M � ìàòðèöà �ìàññ� (Mii = Si,Mij = 0 ïðè i ̸= j), à ìàòðèöà �óïðóãîñòè� L

ñîáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

(a) Ðàñ÷èòûâàåì ëîêàëüíóþ ìàòðèöó L∆ ðàçìåðíîñòè 3× 3 äëÿ êàæäîãî òðåóãîëü-

íèêà âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì.

(b) Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó ñåëåêöèè S∆ ðàçìåðíîñòè 3 × N äëÿ òðåóãîëüíèêà ∆ijk, â

êîòîðîé â ïåðâîì ñòîëáöå âñå ýëåìåíòû íóëåâûå, êðîìå ñòðîêè i, â êîòîðîé ñòîèò

åäèíèöà, âî âòîðîì ñòîëáöå òàêæå âñå ýëåìåíòû, êðîìå ñòðîêè j, íóëåâûå, äëÿ

òðåòüåãî ñòîëáöà òàêàÿ æå ëîãèêà.

(c) Ñêëàäûâàåì ëîêàëüíûå ìàòðèöû L
(k)
∆ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö ñåëåêöèè S

(k)
∆
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äëÿ âñåõ k-òðåóãîëüíèêîâ (k = 1, 2, . . . ,M) ïî ôîðìóëå:

L =
M∑
k=1

S
(k)T
∆ L

(k)
∆ S

(k)
∆ (55)

17



6 Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé äîìåííîé ñòåíêè íà ôîíå

ïëîñêîé ñòàòè÷åñêîé Âñåëåííîé:

¨⃗r =
1

γ2
∆r⃗, γ =

1√
1− v2⊥

, (56)

Ïîëó÷èì äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷åðåç óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

èç ãàìèëüòîíèàíà:

H =

∫
dA
√
P 2 + σ2 = σ

∫
γ dA (57)

Ãàìèëüòîíèàí íà òðåóãîëüíîé ñåòêå äèñêðåòèçóåòñÿ òàê:

Hd =
V∑
i=1

√
(σAi)2 + π2

i = σ
∑
i

Ai γi, (58)

ãäå πi = σ Ai γi v⊥i � íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà èìïóëüñà.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ πi:

π̇i = − n⃗i
∂H

∂r⃗i
∂H

∂r⃗i
=
∑
j

∂Hj

∂Aj

∂Aj

∂r⃗i

∂Hj

∂Aj

=
σ2Aj√

(σAj)2 + π2
j

=
σ

γj

Aj =
1
3

∑
T∋j

AT =⇒ ∂Aj

∂r⃗i
=

1

3

∑
T∋j,i∈T

∂AT

∂r⃗i

∂Hd

∂r⃗i
=

1

3

∑
T∋i

∂AT

∂r⃗i

∑
j∈T

σ

γj

Ñ÷èòàåì, ÷òî ãàììà-ôàêòîð âíóòðè îäíîãî òðåóãîëüêà ìåíÿåòñÿ cëàáî =⇒

=⇒
∑
j∈T

σ

γj
≈ 3σ

γi

∂H

∂r⃗i
≈ σ

γi

∑
T∋i

∂AT

∂r⃗i
=

σ

γi
∇r⃗iAtot = −

σ

γi
Lr⃗i

Èòîãî óðàâíåíèå íà íîðìàëüíûé èìïóëüñ ïðèíèìàåò âèä:

Fi = π̇i = −n⃗i∇r⃗iH ≈
σ

γi
n⃗i Lr⃗i (59)
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Â êà÷åñòâå èíòåãðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ äâóõïîðÿäî÷íàÿ leapfrog-ñõåìà â ôîðìå kick-

drift-kick (KDK), êîòîðàÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷íîé ïî çàäàííîìó ãàìèëü-

òîíèàíó çàäà÷è:

Algorithm 1 Îäèí øàã KDK äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåìáðàíû

1: Äàíî: (r⃗i
n, π n

i ), øàã h, íàòÿæåíèå σ

2: Lr⃗, A, n⃗ ← compute_geometry(r⃗i
n) ▷ ãåîìåòðèÿ â íà÷àëå øàãà

3: γi ←
√

1 + (π n
i /(σAi))2

4: Fi ← σ
γi
n⃗i Lr⃗i

5: π
n+1/2
i ← π n

i + h
2
Fi ▷ ïåðâûé ïîëó-êèê

6: v⊥i ← π
n+1/2
i

/√
(σAi)2 + (π

n+1/2
i )2 ▷ òî÷íàÿ ñâÿçü

7: r⃗i
n+1 ← r⃗i

n + h v⊥i n⃗i ▷ äðåéô âäîëü íîðìàëè â íà÷àëå øàãà

8: Lr⃗′, A′, n⃗′ ← compute_geometry(r⃗ n+1) ▷ ãåîìåòðèÿ â êîíöå øàãà

9: γ′
i ←

√
1 + (π

n+1/2
i /(σA′

i))
2

10: F ′
i ← σ

γ′
i
n⃗i

′ Lr⃗i
′

11: π n+1
i ← π

n+1/2
i + h

2
F ′
i ▷ âòîðîé ïîëó-êèê

Êàæäûé èç òð¼õ øàãîâ àëãîðèòìà (kick, drift, kick) � òî÷íûé ïîòîê îäíîé èç äâóõ

ðàçäåëèìûõ ÷àñòåé Hd. �kick� äâèãàåò òîëüêî π (ïîëîæåíèÿ r⃗ çàìîðîæåíû, Ai, n⃗i ïîñòî-

ÿííû), �drift� äâèãàåò òîëüêî r⃗ (π çàìîðîæåíû, ñêîðîñòü v⊥ ïîñòîÿííà). Ïî òåîðåìå î

êîìïîçèöèÿõ ñèìïëåêòèêîâ ïîëó÷àåìîå îòîáðàæåíèå Φh : (r⃗
n, π n) 7→ (r⃗n+1, π n+1) ñîõðà-

íÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó dπ ∧ dr⃗. Ýòî âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî

ãàìèëüòîíèàíàH̃h = H0 + h2H2 + h4H4 + . . . , êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ ñòðîãî (íà ëþáîì ÷èñ-

ëå øàãîâ) è îòñòîèò îò Hdíà O(h2). Ëèíåéíîãî äðåéôà Etot(t) íåò; íàáëþäàþòñÿ òîëüêî

îñöèëëÿöèè àìïëèòóäû O(h2) âîêðóã ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ.

7 Ðåãèñòðàöèÿ îáðàçîâàíèÿ Ï×Ä

Â KDK-ñõåìå íà êàæäîé âåðøèíå i ñåòêè èçâåñòíû å¼ ïîëîæåíèå r⃗i, êàíîíè÷åñêèé

èìïóëüñ πi (íàïðàâëåííûé ïî íîðìàëè), äîëÿ ïëîùàäè Ai è íîðìàëü n⃗i. Â åäèíèöàõ ñèìó-

ëÿöèè (σ = 1, c = 1) ýíåðãèÿ è 3-èìïóëüñ âåðøèíû

Ei =
√
A 2

i + π 2
i , P⃗i = πi n⃗i. (60)

Êàæäûé çàìêíóòûé ïóçûðü � îòäåëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñåòêè. Äëÿ êîìïîíåí-

òû α ñóììèðîâàíèå ïî å¼ âåðøèíàì äà¼ò ëàáîðàòîðíûå ýíåðãèþ, èìïóëüñ è èíâàðèàíòíóþ
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ìàññó:

Eα =
∑
i∈α

Ei, P⃗ α =
∑
i∈α

P⃗i, Mα =

√
(Eα)2 − |P⃗ α|2. (61)

Èñïîëüçîâàíèå Mα âìåñòî Eα ñóùåñòâåííî: èç ýíåðãèè ÿâíî âû÷èòàåòñÿ âêëàä ïîñòóïà-

òåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïóçûðÿ, è â êðèòåðèé ôîðìèðîâàíèÿ Ï×Ä âõîäèò òîëüêî

¾âíóòðåííÿÿ¿ ýíåðãèÿ, ñïîñîáíàÿ îêàçàòüñÿ ïîä ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì.

Ðàçìåð ïóçûðÿ � ìàêñèìàëüíîå óäàëåíèå âåðøèíû îò âçâåøåííîãî ïî ïëîùàäè öåí-

òðîèäà:

c⃗α =
1

Aα

∑
i∈α

Ai r⃗i, Aα =
∑
i∈α

Ai, Rα = max
i∈α
||r⃗i − c⃗α|| (62)

Êðèòåðèè äåòåêöèè ôîðìèðîâàíèÿ Ï×Ä:

Êðèòåðèé 1 (ãèïîòåçà îáðó÷à) Ïóçûðü ñòàíîâèòñÿ Ï×Ä, åñëè îí îêàçûâàåòñÿ

ïîä ñîáñòâåííûì øâàðöøèëüäîâñêèì ðàäèóñîì:

Rα ≤ 2GMα, (63)

ãäå 2G � áåçðàçìåðíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ êîíñòàíòà ñèìóëÿöèè. Ïðè ñðàáàòûâàíèè âåðøèíû

è ãðàíè êîìïîíåíòû âûðåçàþòñÿ èç ñåòêè, à â ñïåêòð çàíîñèòñÿ ñîáûòèå ñ ìàññîé Mα è

ìîìåíòîì ðåãèñòðàöèè t.

Êðèòåðèé 2 (èñ÷åçíîâåíèå) Â ñèñòåìå íåò êàíàëîâ äèññèïàöèè ýíåðãèè (íåò èç-

ëó÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ êâàíòîâ è ãðàâèòàöèîííûõ âîëí), à Eα � òî÷íûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Ïîýòîìó åñëè ìåæäó äâóìÿ ïðîâåðêàìè äåòåêòîðà ïóçûðü ïîëíîñòüþ ïðîïàë èç ñåòêè (åãî

ñæàë ðåìåøèíã äî òî÷êè), åãî ýíåðãèÿ íå ìîãëà íèêóäà èñ÷åçíóòü è äîëæíà áûëà ñîñðåäî-

òî÷èòüñÿ ïîä ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì. Â ñïåêòð çàíîñèòñÿ Mα, èçìåðåííàÿ â ïîñëåäíåì

êàäðå, ãäå ïóçûðü åù¼ íàáëþäàëñÿ.

8 Ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìà

Äëÿ ãåíåðàöèè íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êëàñòåðîâ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îïèñàí-

íûé â ñòàòüå [13]

Ïàðàìåòðû ïåðâîé ñèìóëÿöèè: E-fold = 4, init = 2.4, spectrum = k−4
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Ðèñ. 4: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
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Ðèñ. 5: Ýíåðãèÿ, ãàììà-ôàêòîð è îòêëîíåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè
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Ðèñ. 6: Ñïåêòð Ï×Ä

Ïàðàìåòðû âòîðîé ñèìóëÿöèè: E-fold = 4, init = 2.4, spectrum = k−3

Ðèñ. 7: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
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Ðèñ. 8: Ýíåðãèÿ, ãàììà-ôàêòîð è îòêëîíåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè
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Ðèñ. 9: Ñïåêòð Ï×Ä

9 Çàêëþ÷åíèå

Â òå÷åíèå äàííîãî ñåìåñòðà áûëà ðåøåíà çàäà÷à ñèìóëÿöèè äîìåííûõ ñòåíîê âî

âíåøíåì ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîçäàííàÿ ïðîãðàììà çàìåòíî âûãîäíåå ïîëåâûõ ñèìóëÿ-

öèé ïî ïàìÿòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñèìóëèðîâàòü áîëüøèå ó÷àñòêè Âñåëåííîé, à çíà÷èò è íà-

áèðàòü áîëüøóþ ñòàòèñòèêó îá îáðàçîâàíèè Ï×Ä èç êîëëàïñà êëàñòåðîâ äîìåííûõ ñòåíîê.

Ðåø¼ííûå çàäà÷è:

1. Íàïèñàíà ïðîãðàììà, ñèìóëèðóþùàÿ ýâîëþöèþ êëàñòåðîâ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòåíîê â

ìîäåëè áåç äèññèïàöèè ýíåðãèè

2. Ïîñòðîåíû ïåðâûå ïðîñòåéøèå ñïåêòðû ìàññ Ï×Ä

Â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå áóäóò ðåøåíû çàäà÷è:

1. Ó÷¼ò â ÷èñëåííîé ñèìóëÿöèè ýôôåêòîâ òðåíèÿ èç îáùåãî óðàâíåíèÿ 42

2. Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà äëÿ ñèìóëÿöèè áîëüøèõ êëàñòåðîâ äîìåííûõ ñòå-

íîê çà ìåíüøåå âðåìÿ

3. Ïîâûøåíèå óñòîé÷èâîñòè òåêóùåãî ðåøåíèÿ

Èòîãîâûé ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ � òî÷íûé ñïåêòð ìàññ Ï×Ä, îáðàçîâàííûõ êîë-

ëàïñîì êëàñòåðîâ äîìåííûõ ñòåíîê â ðàííåé Âñåëåííîé.
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A Ïåðåõîä îò äåéñòâèÿ Íàìáó-Ãîòî ê äåéñòâèþ

Ïîëÿêîâà, îáîáùåíèå äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà äëÿ p-áðàí.

Äåéñòâèå Õîó-Òàêåðà

Äåéñòâèå Íàìáó-Ãîòî äëÿ ñòðóíû èìååò âèä:

SNG[X(τ, σ)] = −T
∫

dτ dσ
√
−γ, ãäå γab = ∂aX

µ∂bX
νgµν (64)

Äåéñòâèå Ïîëÿêîâà äëÿ ñòðóíû èìååò âèä:

SP [X(τ, σ)] = −
T

2

∫
dτ dσ

√
−hhab∂aX

µ∂bX
νgµν , (65)

ãäå hab - òåïåðü ïðîèçâîëüíàÿ ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè 2. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷àåìûå èç âàðèàöèè äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà, áóäóò ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì äëÿ Íàìáó-

Ãîòî. Äëÿ ýòîãî ïðîâàðüèðóåì äåéñòâèå Ïîëÿêîâà ïî hab:

δhSP = −
T

2

∫
dτ dσ δ(

√
−hhab)∂aX

µ∂bX
νgµν = 0

δ(
√
−hhab) =

√
−h δhab + hab δ

√
−h = (

√
−h−

1

2

√
−hha′b′hab)δh

ab

(
√
−h−

1

2

√
−hha′b′hab) ∂a′X

µ∂b′X
νgµν = 0 =⇒

1

2
hab (h

a′b′∂a′X
µ∂b′X

νgµν) = ∂aX
µ∂bX

νgµν ≡ γab =⇒

1

2
ha′b′h

abγab = γa′b′ (66)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hab = Λ(τ, σ)γab (*). Òîãäà habγab = Λ(τ, σ)γabγab = 2Λ(τ, σ), ãäå êîýô-

ôèöèåíò 2 âîçíèêàåò èç ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû γ. Ïîäñòàâèâ äàííîå ïðåäïîëîæåíèå (*) â

óðàâíåíèå (66), óáåäèìñÿ â åãî ñïðàâåäëèâîñòè. Ìû ïîëó÷èëè âñ¼ íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè SNG è SP .

h = det(Λ(τ, σ) γab) = Λ2 γ =⇒
√
−h = Λ

√
−γ

SP = −
T

2

∫
dτ dσ

√
−hhabγab = −

T

2

∫
dτ dσΛ

√
−γ Λ−1γabγab =

2Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî ãðå÷åñêèå èíäåêñû çàäàþò ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû (t, r⃗), à ëàòèíñêèå � ëî-
êàëüíûå (τ, s⃗)
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= −T
∫

dτ dσ
√
−γ = SNG (67)

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî äàííîå äîêàçàòåëüñòâî âåðíî òîëüêî äëÿ ñòðóí (1-áðàí).

Ïîêàæåì ýòî, ðàññìîòðåâ (66):

habh
cdγcd = 2γab =⇒ ñâåðí¼ì ñ hab =⇒ habhabh

cdγcd = Nhcdγcd = 2habγab

èòîãî: N = 2 (68)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü äîìåííóþ ñòåíêó ÷åðåç ïåðåõîä îò äåéñòâèÿ (21) ê àíàëîãó

äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà äëÿ 2-áðàíû, òî âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ïðè ïîñòàíîâêå óðàâíåíèé

íà hab, ÷òî òðåáóåò ìîäèôèêàöèè äåéñòâèÿ. Ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèå äëÿ p-áðàíû òàêèì

îáðàçîì (äåéñòâèå Õîó-Òàêåðà):

SHT [X(τ, σ)] = −
T

2

∫
dξp+1

√
−h (hab∂aX

µ∂bX
νgµν − (p− 1)), (69)

ãäå ξ = (τ, σ1, . . . , σp), à h äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé âûáèðàåòñÿ â âèäå òåí-

çîðà ñèãíàòóðû (−+ · · ·+) (mostly minus)3.

ßâíî ïîêàæåì, ÷òî äåéñòâèå Õîó-Òàêåðà ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ Íàìáó-Ãîòî:

δhSHT [X(τ,σ)] = −T

2

∫
dξ p+1 δ

(√
−h (hab∂aX

µ∂bX
νgµν − (p− 1))

)
= (çàìåòèì, ÷òî δ

√
−h = −1

2
hcdδh

cd) =

= −T

2

∫
dξ p+1

(
γab −

1

2
hab

(
hcdγcd − (p− 1)

))
δhab = 0, (70)

ãäå γab = ∂aX
µ∂bX

νgµν .

Èç ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèè δhab ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

γab −
1

2
hab

(
hcdγcd − (p− 1)

)
= 0. (*)

Ñâ¼ðòûâàÿ (*) ñ hab:

habγab −
1

2
habhab

(
hcdγcd − (p− 1)

)
= 0

A− p+ 1

2

(
A− (p− 1)

)
= 0, (71)

3Äàííûé âûáîð ñèãíàòóðû ïîìîãàåò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, íå âëèÿÿ íà ðåçóëüòàò. Äëÿ ñèãíàòóðû
(+− · · ·−)

√
−h ïåðåõîäèò â

√
(−1)ph, à êîðåíü

√
(−1)p, âûéäÿ îáùèì ìíîæèòåëåì, ñîêðàòèòñÿ.
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ãäå A ≡ habγab. Îòñþäà

A · 1− p

2
− p2 − 1

2
= 0 =⇒ habγab = p+ 1 . (**)

Ïîäñòàâèì (**) â (*):

γab −
1

2
hab

(
(p+ 1)− (p− 1)

)
= 0

γab − hab = 0 =⇒ γab = hab . (72)

Òàêèì îáðàçîì,

√
−h =

√
−γ, habγab − (p− 1) = 2,

è äåéñòâèå Õîó-Òàêåðà ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå Íàìáó�Ãîòî:

SHT = −T
∫

dξ p+1
√
−γ = SNG (73)

Äëÿ äîìåííîé ñòåíêè � p = 2 =⇒ äåéñòâèå Õîó-Òàêåðà ïåðåõîäèò â äåéñòâèå:

SP [X(τ, s)] = −
σ

2

∫
dτd2s(

√
hhab∂aX

µ∂bXµ −
√
h ), (74)

ãäå âîçðàùåíà ñèãíàòóðà hab = (+−−), σ � íàòÿæåíèå ñòåíêè.
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