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Ââåäåíèå

Ïåðâè÷íûå ÷¼ðíûå äûðû (Ï×Ä) ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáåùàþùèìè êàíäèäàòàìè
äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ÷¼ðíûõ äûð ïðîìåæóòî÷íûõ ìàññ, ÷àñòè
ñêðûòîé ìàññû Âñåëåííîé, ñòîõàñòè÷åñêîãî ôîíà ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, à
òàêæå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ öåíòðàìè ðàííèõ ãàëàêòèê.
Ðàññìàòðèâàåìûé ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ Ï×Ä � êîëëàïñ êëàñòåðîâ
ìàññèâíûõ íåãðàâèòèðóþùèõ äîìåííûõ ñòåíîê.

Ðàíüøå ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ñôåðè÷åñêèå äîìåííûå ñòåíêè, íî èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ýâîëþöèÿ ïðîèçâîëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé.

Öåëü: ïîñòðîèòü ñïåêòð Ï×Ä, ïîëó÷åííûé ïðÿìîé ñèìóëÿöèåé êëàñòåðîâ
íåñôåðè÷åñêèõ äîìåííûõ ñòåíîê
Çàäà÷è:

Âûâåñòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ñòåíêè â òîíêîñòåííîì
ïðèáëèæåíèè íà ôîíå âíåøíåé ìåòðèêè
Ðàçðàáîòàòü ñïîñîá ÷èñëåííîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè
äîìåííîé ñòåíêè
Íàïèñàòü ñèìóëÿöèþ, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ñòåíêè
Ïðîâåñòè ìîäåëèðîâàíèå êëàñòåðà äîìåííûõ ñòåíîê
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Òîíêîñòåííîå ïðèáëèæåíèå

Ïåðåõîä îò ïîëåâîãî îïèñàíèÿ ê ïîâåðõíîñòíîìó

S [ϕ] =

∫
d4x
√
−η

(
1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ)

)
≈

≈ −σ
∫

dτ ds2
√
|∂aXµ ∂bXµ| = −σ

∫
√
γ dτ ds2 = SNG [X

µ(τ, s⃗)]

Âàðüèðóÿ äåéñòâèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåìáðàíû

1√
h
∂a

(√
h hab∂bX

σ
)
+ Γσµν h

ab∂aX
µ∂bX

ν = 0 (1)

ãäå hab � ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè äîìåííîé ñòåíêè.
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Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ñòåíîê íà ôîíå ïëîñêîé ñòàòè÷åñêîé Âñåëåííîé.
Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

Ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

¨⃗
X − 1

γ2
∆s X⃗ = 0 (2)

ãäå ∆s � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, γ = γ(X ) �
ãàììà-ôàêòîð.

Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà â äàííîì ïðèáëèæåíèè:

Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà

H =
√
π2 + σ2 (3)

ãäå π = σ v⊥γ � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà, σ � êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.
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Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ

Äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñïåêòðà ìàññ Ï×Ä òðåáóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä,
êîòîðûé ìàêñèìàëüíî òî÷íî ñîõðàíÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû.
Êëàññè÷åñêèå ñõåìû (ñõåìà Âåðëå èëè ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû) ÿâëÿþòñÿ
íåñèìïëåêòè÷åñêèìè äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìåòîäà áûë âûáðàí ìåòîä
leapfrog-èíòåãðàòîðà ñ KDK (kick-drift-kick) ðåàëèçàöèåé, êîòîðûé ñîõðàíÿåò
ôàçîâûé îáú¼ì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèÿõ
ñèìïëåêòèêîâ.
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KDK-èíòåãðàòîð

KDK-èíòåãðàòîð ñîñòîèò èç òð¼õ øàãîâ � äâà ïîëóøàãà ïî èìïóëüñó è îäèí
øàã ïî êîîðäèíàòå, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

π̇ = − n⃗
∂H

∂x⃗
, v̇⊥ =

∂H

∂π
(4)

Òàêèì îáðàçîì ñîâåðøàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ïåðåõîä îò îäíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ê äâóì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä:

Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé

π
n+1/2
i = πn

i +
h

2
Fi , ãäå Fi =

σ

γi
n⃗iLr⃗i (5)

r⃗n+1
i = r⃗ni + h v⊥i n⃗i , ãäå v⊥i = π

n+1/2
i

/√
(σAi )2 + (π

n+1/2
i )2 (6)
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñåòêè è îáðàçîâàíèå Ï×Ä

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ òðè ìåòîäà � ôëèï ð¼áåð,
òàíãåíöèàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ è êîëëàïñ âåðøèí. Ïîñëåäíèé ìåòîä ïîçâîëÿåò
íàðóøàòü òîïîëîãèþ ñåòêè (ðàçðûâ) è ðåãèñòðèðîâàòü êîëëàïñ ñòåíîê.

Â ñèñòåìå íà äàííûé ìîìåíò íåò êàíàëîâ äèññèïàöèè ýíåðãèè (íåò
èçëó÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ êâàíòîâ è ãðàâèòàöèîííûõ âîëí). Ïîýòîìó åñëè ìåæäó
äâóìÿ ïðîâåðêàìè äåòåêòîðà ïóçûðü ïîëíîñòüþ ïðîïàë èç ñåòêè (åãî ñæàë
ðåìåøèíã äî òî÷êè), åãî ýíåðãèÿ íå ìîãëà íèêóäà èñ÷åçíóòü è äîëæíà áûëà
ñîñðåäîòî÷èòüñÿ ïîä ãðàâèòàöèîííûì ðàäèóñîì. Â ñïåêòð çàíîñèòñÿ Eα,
èçìåðåííàÿ â ïîñëåäíåì êàäðå, ãäå ïóçûðü åù¼ íàáëþäàëñÿ.
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Ñèìóëÿöèè, P(k) ∝ k−4

Ðèñ.: Êëàñòåð ñ ïàðàìåòðàìè

e-fold = 4, ϕin = 2.4, P(k) ∝ k−4

Ðèñ.: Ýíåðãèÿ, ãàììà-ôàêòîð,

îòêëîíåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè
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Ñèìóëÿöèè, P(k) ∝ k−4

Ðèñ.: Ñïåêòð Ï×Ä äëÿ ïàðàìåòðîâ E-fold = 4, init = 2.4, spectrum = k−4
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Ñèìóëÿöèè, P(k) ∝ k−3

Ðèñ.: Êëàñòåð ñ ïàðàìåòðàìè

e-fold = 4, ϕin = 2.4, P(k) ∝ k−3

Ðèñ.: Ýíåðãèÿ, ãàììà-ôàêòîð,

îòêëîíåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè
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Ñèìóëÿöèè, P(k) ∝ k−3

Ðèñ.: Ñïåêòð Ï×Ä äëÿ ïàðàìåòðîâ e-fold = 4, ϕin = 2.4, P(k) ∝ k−3, íàêëîí

ñïåêòðà â ïðàâîé ÷àñòè ≈ −1, 7± 0, 3
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Çàêëþ÷åíèå

Ðåø¼ííûå çàäà÷è:

1 Íàïèñàíà ïðîãðàììà, ñèìóëèðóþùàÿ ýâîëþöèþ êëàñòåðîâ
ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòåíîê â ìîäåëè áåç äèññèïàöèè ýíåðãèè â òîíêîñòåííîì
ïðèáëèæåíèè

2 Ñãåíåðèðîâàíû êëàñòåðû ñòåíîê è äëÿ íèõ ïîñòðîåíû ñïåêòðû Ï×Ä

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðåøåíû çàäà÷è:

1 Ó÷¼ò â ÷èñëåííîé ñèìóëÿöèè ýôôåêòîâ äèññèïàöèè, ñâÿçàííûõ ñ
õàááëîâñêèì ïîòîêîì, èçëó÷åíèåì ÷àñòèö è ãðàââîëí

2 Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà äëÿ ñèìóëÿöèè áîëüøèõ êëàñòåðîâ
äîìåííûõ ñòåíîê

3 Ïîâûøåíèå ñòàáèëüíîñòè è ñõîäèìîñòè ñèìóëÿöèè

4 Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ñïåêòðà ìàññ Ï×Ä è ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì
ñïåêòðîì â êëàñòåðå
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Äîïîëíåíèå: àëãîðèòì KDK-èíòåãðàòîðà

Äàíî: (r⃗ni , π
n
i ), øàã h, íàòÿæåíèå σ

Ãåîìåòðèÿ â íà÷àëå: Lr⃗ ,A, n⃗← compute_geometry(r⃗ni )

γi =
√

1 + (πn
i /(σAi ))2, Fi =

σ
γi
n⃗iLr⃗i

π
n+1/2
i = πn

i +
h
2Fi (ïåðâûé ïîëó-êèê)

v⊥i = π
n+1/2
i

/√
(σAi )2 + (π

n+1/2
i )2 (òî÷íàÿ ñâÿçü)

r⃗n+1
i = r⃗ni + h v⊥i n⃗i (äðåéô)

Ãåîìåòðèÿ â êîíöå: Lr⃗ ′,A′, n⃗′ ← compute_geometry(r⃗ n+1)

γ′
i =

√
1 + (π

n+1/2
i /(σA′

i ))
2, F ′

i =
σ
γ′
i
n⃗′Ti Lr⃗ ′i

πn+1
i = π

n+1/2
i + h

2F
′
i (âòîðîé ïîëó-êèê)
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