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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êèíê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëåâóþ êîíôèãóðàöèþ, èíòåðïîëèðóþùóþ ìåæäó äâóìÿ
ñîñòîÿíèÿìè, îòâå÷àþùèìè ìèíèìóìàì ñàìîäåéñòâèÿ ïîëÿ, òî åñòü ïîòåíöèàëà òåîðåòèêî-
ïîëåâîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì êèíê èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ýíåðãèþ ñðåäè âñåõ êîí-
ôèãóðàöèé, ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâà ìèíèìóìà [1, 2].

Èçó÷åíèå ìåõàíèçìà ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé íåîáõîäèìî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðå-
çîíàíñíûõ ÿâëåíèé â ñòîëêíîâåíèÿõ, èëè ðàññåÿíèè, êèíêîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðåçîíàíñíûå
ÿâëåíèÿ âàæíû äëÿ îïèñàíèÿ ñòîëêíîâåíèé äîìåííûõ ñòåíîê. Öåëüþ äàííîé è ïîñëåäóþ-
ùèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ îáúÿñíåíèå ïðè÷èí ðåçîíàíñíîé ïðèðîäû ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíîâ â
ìîäåëÿõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� îçíàêîìëåíèå ñ îñíîâíîé ëèòåðàòóðîé, ïîñâÿù¼ííîé äàííîé òåìàòèêå;

� ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñòîëêíîâåíèè êèíêà è àíòèêèíêà;

� íàïèñàíèå ïðîãðàììû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ó÷¼òîì ïðî-
öåäóðû ìèíèìèçàöèè;

� èññëåäîâàíèå ñïåêòðà âîçáóæäåíèé ñèñòåìû êèíê�àíòèêèíê â ìîäåëè φ8.

1. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ×ÀÑÒÜ

1.1 Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î êèíêå

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå φ(x, t), ðàçâèòèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì
â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ðàçìåðíîñòè D = 1 + 1:

L =
1

2
(∂µφ)

2 − V (φ), µ = 0, 1. (1.1)

Çäåñü V (φ) � ïîòåíöèàë ñèñòåìû, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå
òî÷åê. Èç ëàãðàíæèàíà ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+
dV

dφ
= 0. (1.2)

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ∂φ
∂t

= 0 è φ(x, t) ≡ φ(x), ïîëó÷èì:

d2φ

dx2
=
dV

dφ
=
dV

dx

dx

dφ
, (1.3)
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dφK

dx
=

√
2V (φ). (1.4)

1.2 ßâëåíèå ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé

Ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñîëèòîíîâ â îñíîâíîì ðåàëèçóþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, çàâè-
ñÿùèõ îò èõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé v. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïðåâûøåíèþ íåêîòîðîé
êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè v > vcr: ñîëèòîíû ñòàëêèâàþòñÿ è çàòåì ðàçëåòàþòñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòü. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðè ñêîðîñòÿõ íèæå êðèòè÷åñêîé, v < vcr, ñîëèòîíû ïîñëå ñòîëê-
íîâåíèÿ îáðàçóþò ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, èëè áèîí, êîòîðîå ìåäëåííî ðàñïàäàåòñÿ. Îäíàêî
ïðè ÷èñëåííîì èçó÷åíèè ñòîëêíîâåíèé áûë îáíàðóæåí åù¼ îäèí âîçìîæíûé ñöåíàðèé âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé. Ïðè íåêîòîðûõ ñêîðî-
ñòÿõ íèæå êðèòè÷åñêîé ñòîëêíóâøèåñÿ ñîëèòîíû ïîñëå ïåðâîãî ñîóäàðåíèÿ ðàçëåòàþòñÿ íà
íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå, à çàòåì ñíîâà ñòàëêèâàþòñÿ. Òàêèõ ïîâòîðíûõ ñòîëêíîâåíèé ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî; ïîñëå ýòîãî ñîëèòîíû âíîâü ðàçëåòàþòñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòü.

1.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñïåêòðå âîçáóæäåíèé

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå φ(x, t) êàê ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå φK(x) ñ ìàëûì âîç-
ìóùåíèåì δφ(x, t), òî åñòü

φ(x, t) = φK(x) + δφ(x, t), ∥δφ∥ ≪ ∥φK∥ . (1.5)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1.2). Òîãäà ïîëó÷èì:

∂2δφ

∂t2
− d2φK

dx2
− ∂2δφ

∂x2
+
dV

dφ

∣∣∣∣∣
φK(x)+δφ

= 0. (1.6)

Âûïîëíèì ðàçëîæåíèå dV (φK+δφ)
dφ

ïî ñòåïåíÿì δφ, ïîñêîëüêó ∥δφ∥ ≪ ∥φK∥:

dV (φK + δφ)

dφ
≈ dV (φK)

dφ
+
d2V (φK)

dφ2
δφ,

dV (φK)

dφ
=
d2φK

dx2
. (1.7)

∂2δφ

∂t2
− ∂2δφ

∂x2
+
d2V

dφ2

∣∣∣∣∣
φK(x)

δφ = 0. (1.8)

Áóäåì èñêàòü âîçìóùåíèå â ôîðìå

δφ(x, t) = ψ(x) cos(ωt). (1.9)
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Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðèíèìàåò âèä [3]:− d2

dx2
+
d2V

dφ2

∣∣∣∣∣
φK(x)

ψ(x) = ω2ψ(x), ψ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ L2. (1.10)

Ïåðåîáîçíà÷èì

d2V

dφ2

∣∣∣∣∣
φK(x)

= U(x) (1.11)

è ïðèìåì:

Ĥ = − d2

dx2
+ U(x). (1.12)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà âîçìóùåíèå ïðèìåò âèä

δφ = ψ(x). (1.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé áóäåò

ψ0 =
dφK

dx
. (1.14)

1.4 Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñïåêòðå âîçáóæäåíèé

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîòåíöèàëîì:[

− d2

dx2
+ U(x)

]
ψ(x) = ω2ψ(x). (1.15)

Ïðåîáðàçóåì íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî â äèñêðåòíîå. Çàäàäèì ãðàíèöû îáëàñòè
x ∈ [−a, a] è ðàçîáü¼ì ïðîñòðàíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x0 = −a,
x1 = −a+∆x,

. . . ,

xN−1 = a.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå f(xi) = fi. Òîãäà äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì:

ψ0 = 0,

. . . ,

ψN−1 = 0.
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Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, àïïðîêñèìèðîâàâ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ êî-
íå÷íûìè ðàçíîñòÿìè [4]:

−ψj+1 − 2ψj + ψj−1

∆x2
+ Ujψj = ω2ψj +O(∆x2),

j = 1, . . . , N − 2.
(1.16)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðåïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå:



2
∆x2 + U1 − 1

∆x2 0 . . . 0

− 1
∆x2

2
∆x2 + U2 − 1

∆x2

. . .
...

0 − 1
∆x2

2
∆x2 + U3

. . . 0
...

. . . . . . . . . − 1
∆x2

0 . . . 0 − 1
∆x2

2
∆x2 + UN−2




ψ1

ψ2

ψ3
...

ψN−2

 = ω2


ψ1

ψ2

ψ3
...

ψN−2

 . (1.17)

Äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëó÷åííîé

òð¼õäèàãîíàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà LAPACK, à èìåííî
ôóíêöèÿ dstev().

2. ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñòîëêíîâåíèÿõ ñîëèòîíîâ

Ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå êèíêà è àíòèêèíêà â ìîäåëè φ8 ñ ïîòåíöèàëîì

V (φ) =
1

2
φ4(1− φ2)2. (2.1)

Äëÿ ýòîé ìîäåëè êèíê è àíòèêèíê çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî:

1

2
ln

1 + φK

1− φK

− 1

φK

= x, (2.2)

1

2
ln

1 + φK̄

1− φK̄

− 1

φK̄

= −x. (2.3)
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîëêíîâåíèå êèíêà è àíòèêèíêà, ñîåäèíÿþùèõ òîïîëî-
ãè÷åñêèå ñåêòîðû (−1, 0) è (0,−1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

φtt − φxx +
dV

dφ
= 0 (2.4)

íåîáõîäèìî ñêîíñòðóèðîâàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîëó÷èì èõ èç àíçàöà ñëå-
äóþùåãî âèäà:

φs(x, t) = φK (γ(x+ x0 − vt)) + φK̄ (γ(x− x0 + vt))− φvac. (2.5)

φ(x, 0) = φK (γ(x+ x0))− φK̄ (γ(x− x0))− φvac. (2.6)

φt(x, 0) = −vγφ′
K (x+ x0) + vγφ′

K̄ (x− x0) . (2.7)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàíäàðòíî çàäàþòñÿ êàê

φ(±∞, 0) = −1. (2.8)

Îäíàêî òàêîå çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì èç-çà ïåðåêðûâàþùèõñÿ
ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê êèíêîâ, òî åñòü èõ ¾õâîñòîâ¿. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëü-
çóåòñÿ ïðîöåäóðà ìèíèìèçàöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [5].

2.2 Ïðîöåäóðà ìèíèìèçàöèè

Äëÿ ìîäåëåé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè õâîñòàìè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ìîäåëè φ8, ñòàíäàðò-
íûé ñóïåðïîçèöèîííûé àíçàö âèäà

φ(x, 0) ≈ φK(x+ x0) + φK̄(x− x0)− φvac (2.9)

ïîðîæäàåò ïàðàçèòíûå âîçáóæäåíèÿ óæå ïðè t > 0. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî õâî-
ñòû óåäèí¼ííûõ ðåøåíèé ñïàäàþò ñòåïåííûì îáðàçîì è ïðè ëþáîì ðàçóìíîì êîíå÷íîì x0
ñóùåñòâåííî ïåðåêðûâàþòñÿ. Ïîýòîìó íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ïðèáëè-
æ¼ííûì ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ¾ñòàðòó¿ ñ ëèøíåé
ðàäèàöèåé è ìîæåò êà÷åñòâåííî èñêàçèòü êàðòèíó ñòîëêíîâåíèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ìèíèìèçàöèè, ïðåä-
ëîæåííàÿ â [5]: â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåð¼òñÿ split-domain àíçàö

φinit(x) = [1−H(x)]φ(−1,0)(x+ x0) +H(x)φ(0,−1)(x− x0), (2.10)

ãäå H(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Äàííûé àíçàö ïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäèò âàêóóìû ñëåâà
è ñïðàâà, íî èìååò èçëîì â îêðåñòíîñòè x = 0, òî åñòü ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó äàëåå
îí èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî êàê ñòàðòîâîå ïðèáëèæåíèå â âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðå.

Èùåòñÿ ôóíêöèÿ φ(x), ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë

I[φ] =
∥∥(1− v2)D2φ− V ′(φ)

∥∥2

2
+ C |φ(−x0)− φ̃|2 + C |φ(x0)− φ̃|2 . (2.11)

Çäåñü ∥ · ∥2 � åâêëèäîâà íîðìà, φ̃ = φ(±x0), à C ≫ 1 � ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.
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Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìèíèìèçàòîðà φ(x, 0) = φmin(x) çàäà¼òñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ïîëÿ. Ïðîñòåéøèé âûáîð, ñîãëàñîâàííûé ñî çíàêîì ñêîðîñòåé êèíêà è àíòèêèíêà, èìååò
âèä

φt(x, 0) = vγ sgn(x)
dφmin

dx
. (2.12)

Ýòîò âûáîð êîððåêòíî çàäà¼ò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, îäíàêî ìîæåò
ñîçäàâàòü ñëàáóþ ¾çàñå÷êó¿ â φt â îêðåñòíîñòè x = 0. Ïðè íåîáõîäèìîñòè å¼ ìîæíî äî-
ïîëíèòåëüíî ñãëàäèòü âòîðîé ìèíèìèçàöèåé ïî φt; ñì. [5].

2.3 Ñïåêòð âîçáóæäåíèé ñèñòåìû êèíê�àíòèêèíê

Àíàëèç ðåçîíàíñíîé ñòðóêòóðû, òî åñòü îêîí ìíîãîêðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé, ïðî-
âîäèòñÿ ïî ïåðåõîäó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîé ñ íóëåâîé ìîäîé, â êîëåáàòåëüíûå
ìîäû ïîñëå ïåðâîãî óäàðà è ïî å¼ ïîñëåäóþùåìó âîçâðàùåíèþ â ïîñòóïàòåëüíîå äâèæå-
íèå ïðè ïîâòîðíîì ñòîëêíîâåíèè. Â êëàññè÷åñêîé êàðòèíå äëÿ ìîäåëè φ4 ýòó ðîëü èãðàåò
âíóòðåííÿÿ ìîäà îäèíî÷íîãî êèíêà. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6] äëÿ ìîäåëè φ6,
ðåçîíàíñíûå îêíà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äàæå ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííåé ìîäû ó îäèíî÷íî-
ãî êèíêà: ýíåðãèÿ ìîæåò âðåìåííî ïåðåõîäèòü â ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ìàëûõ êîëåáàíèé
âîêðóã ñîñòàâíîé êîíôèãóðàöèè êèíê�àíòèêèíê.

Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðè÷åñêè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîëèòîíàìè è ðàññìîòðèì êâàçè-
ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ êèíê�àíòèêèíê, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ïîëóðàññòîÿíèÿ
a > 0; öåíòðû ñîëèòîíîâ íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ x = ±a. Äëÿ âûáðàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ñåêòîðà (−1, 0) + (0,−1) åñòåñòâåííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ øèðîêî ðàçíåñ¼ííûõ ðåøåíèé èìååò
âèä

φs(x) ≈ φ(−1,0)(x+ a) + φ(0,−1)(x− a), a≫ 1. (2.13)

Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, îñîáåííî â ìîäåëÿõ ñî ñòåïåííûìè õâîñòàìè, âìåñòî ñóïåð-
ïîçèöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìèíèìèçèðîâàííûé ïðîôèëü φs(x), ïîëó÷àåìûé ïðîöåäóðîé
ìèíèìèçàöèè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ; ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë.

2.3.1 ßâíûé âèä ïîòåíöèàëà U(x) â ìîäåëè φ8

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàë

V (φ) =
1

2
φ4(1− φ2)2 =

1

2

(
φ4 − 2φ6 + φ8

)
, (2.14)

ïîýòîìó
V ′(φ) = 2φ3 − 6φ5 + 4φ7, V ′′(φ) = 6φ2 − 30φ4 + 28φ6. (2.15)

Ñëåäîâàòåëüíî,
U(x) = 6φ2

s(x)− 30φ4
s(x) + 28φ6

s(x). (2.16)
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2.3.2 Äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé ñïåêòðû

Ïðè x → ±∞ ïîëå ñòðåìèòñÿ ê âàêóóìó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàññìàòðèâàåìîìó ñåêòîðó.
Åñëè âíåøíèå ãðàíèöû îòâå÷àþò âàêóóìó φvac = −1, òî

U(±∞) = V ′′(φvac) = V ′′(−1) = 4, (2.17)

è íåïðåðûâíûé ñïåêòð íà÷èíàåòñÿ ñ ïîðîãà ω2 ≥ 4. Ëîêàëèçîâàííûå, èëè ñâÿçàííûå, ìîäû,
ñïîñîáíûå àêêóìóëèðîâàòü ýíåðãèþ â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì

0 ≤ ω2 < 4 (2.18)

è èìåþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ýêñïîíåíöèàëüíî èëè áûñòðåå óáûâàþùèå ïðè |x| → ∞.

2.3.3 Ïîëó÷åííûé ñïåêòð

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïàðàìåòðà a = 15. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

Ðèñóíîê 1 � Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è ïîòåíöèàëà îò êîîðäèíàòû.

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî ïîëó÷åíî 32 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, íå
ïðåâûøàþùèõ âåðõíåãî ïðåäåëà. Íåñêîëüêî ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 2.
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Ðèñóíîê 2 � Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îò êîîðäèíàòû.

2.4 Ïîñòàíîâêà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

Äèíàìèêà ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

φtt − φxx + V ′(φ) = 0, V (φ) =
1

2
φ4(1− φ2)2. (2.19)

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå x ∈ [−L,L] ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âûáðàííîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ñåêòîðó:

φ(−L, t) = φ(L, t) = −1. (2.20)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ φ(x, 0) è φt(x, 0) ñòðîÿòñÿ ïî ïðîöåäóðå ìèíèìèçàöèè, îïèñàííîé âûøå.
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè

âòîðîãî ïîðÿäêà íà ñåòêå xj = −L+ j∆x, j = 0, . . . , N − 1:

φxx(xj, t
n) ≈

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

∆x2
. (2.21)

Ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà:

φn+1
j = 2φn

j − φn−1
j +∆t2

(
φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

∆x2
− V ′(φn

j )

)
. (2.22)

Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ∆t ≤ σ∆x, ãäå σ < 1.
Äëÿ êîíòðîëÿ êîððåêòíîñòè ðàñ÷¼òà ìîíèòîðèòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

E(t) =

∫ L

−L

[
1

2
φ2
t +

1

2
φ2
x + V (φ)

]
dx, (2.23)

à òàêæå âåëè÷èíà ïîëÿ â öåíòðå ñòîëêíîâåíèÿ φ(0, t). Âðåìåíà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîëê-
íîâåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìàì φ(0, t) ëèáî ïî ìèíèìóìàì ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó öåíòðàìè êèíêà è àíòèêèíêà.
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Ïîëîæåíèå êèíêà xK(t) è àíòèêèíêà xK̄(t) óäîáíî îïðåäåëÿòü êàê óðîâåíü
ïîëÿ φ(x, t) = φ̃, ãäå φ̃ � ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ìåæäó âàêóóìàìè. Ïîñëå ýòîãî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñîëèòîíàìè ðàâíî

R(t) = xK̄(t)− xK(t). (2.24)

Ôèíàëüíûé ðåæèì êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê: (i) îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå, èëè îäèí ¾óäàð¿, ïðè
v > vcr; (ii) çàõâàò ñ îáðàçîâàíèåì áèîíà; (iii) ìíîãîóäàðíûå îêíà, õàðàêòåðèçóåìûå ÷èñëîì
ñòîëêíîâåíèé äî ðàçë¼òà. Ñòðóêòóðà ìíîãîóäàðíûõ îêîí ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñòðóêòóðû,
íàáëþäàåìîé â äðóãèõ ìîäåëÿõ [6, 5].

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Äëÿ àíàëèçà ñòîëêíîâåíèé áûëè ðàññìîòðåíû îáå îðèåíòàöèè íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè:
êèíê�àíòèêèíê è àíòèêèíê�êèíê. ×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî äèíàìèêà ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ ñîëèòîíîâ. Â îäíîì ñåêòîðå ñòîëêíîâåíèå ïðè
äîêðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ ïðèâîäèò ïðåèìóùåñòâåííî ê çàõâàòó ïàðû è ôîðìèðîâàíèþ
äîëãîæèâóùåãî îñöèëëèðóþùåãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òîãäà êàê â äðóãîì ñåêòîðå ñîëè-
òîíû ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîóäàðåíèé óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Òàêîå ðàçëè÷èå åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ àñèììåòðèåé ñïåêòðà ìàëûõ âîçìóùåíèé âî-
êðóã ñîñòàâíîé êîíôèãóðàöèè. Õîòÿ îòäåëüíûé êèíê íå îáëàäàåò ñîáñòâåííîé âíóòðåííåé
êîëåáàòåëüíîé ìîäîé, äëÿ ïàðû êèíê�àíòèêèíê âîçíèêàåò ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ
ÿìà, ïîääåðæèâàþùàÿ äèñêðåòíûå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ, ïîòåðÿííàÿ ïî-
ñòóïàòåëüíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðè ïåðâîì ñîóäàðåíèè, ìîæåò âðåìåííî íàêàïëèâàòüñÿ
íå âî âíóòðåííåé ìîäå îòäåëüíîãî êèíêà, à â êîëëåêòèâíîé ìîäå âñåé ïàðû. Ïðè âûïîë-
íåíèè ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ ÷àñòü ýòîé ýíåðãèè âîçâðàùàåòñÿ â ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå
ïðè ïîñëåäóþùåì ñîóäàðåíèè, ÷òî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îêîí ðàçë¼òà. Òàêîé ìåõàíèçì
ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðïðåòàöèåé, ïðåäëîæåííîé äëÿ φ6-ìîäåëè, ãäå ðåçîíàíñíûå îêíà âîç-
íèêàþò íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå âíóòðåííèõ ìîä ó èçîëèðîâàííûõ êèíêîâ. Àíàëîãè÷íàÿ
ôåíîìåíîëîãèÿ ìíîãîóäàðíûõ îêîí îáñóæäàåòñÿ è äëÿ áîëåå âûñîêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ìîäåëåé ïîëÿ.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ âûõîäíîé ñêîðîñòè |vout| îò íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè vin ñ êëàññèôèêàöèåé òðàåêòîðèé ïî ÷èñëó ñîóäàðåíèé.
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Ðèñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü âûõîäíîé ñêîðîñòè |vout| îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè vin. Öâåòîì
ïîêàçàíî ÷èñëî ñîóäàðåíèé äî îêîí÷àòåëüíîãî ðàçë¼òà.

Âèäíî, ÷òî îáëàñòü îäíîóäàðíîãî ðàçë¼òà ôîðìèðóåò ñðàâíèòåëüíî ðåãóëÿðíóþ âåòâü
ïðè áîëüøèõ vin, òîãäà êàê ïðè ìåíüøèõ ñêîðîñòÿõ ðàçë¼ò âîçìîæåí òîëüêî â óçêèõ ìíî-
ãîóäàðíûõ îêíàõ. Îñíîâíîé âêëàä äàþò äâóõóäàðíûå îêíà, îäíàêî íà èõ ãðàíèöàõ ïîÿâ-
ëÿþòñÿ áîëåå òîíêèå îêíà ñ òðåìÿ è áîëüøèì ÷èñëîì ñîóäàðåíèé.

Îòäåëüíî áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðó äâóõóäàðíîãî îêíà:

vin = 0.11920.

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êàðòèíà φ(x, t), ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 4, äåìîíñòðèðóåò äâóõó-
äàðíûé ñöåíàðèé.
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Ðèñóíîê 4 � Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïîëÿ φ(x, t) ïðè vin = 0.11920.

Ïåðâîå ñòîëêíîâåíèå ïðîèñõîäèò ïðè t ≃ 50, ïîñëå ÷åãî ôîðìèðóåòñÿ ïðîìåæóòî÷-
íîå îñöèëëèðóþùåå ñîñòîÿíèå ïàðû. Â èíòåðâàëå ïðèìåðíî 50 ≲ t ≲ 125 íàáëþäàåòñÿ
ñåðèÿ êîëåáàíèé ïîëÿ â öåíòðàëüíîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âðåìåííîé ïåðåäà÷å ýíåð-
ãèè èç ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â êîëëåêòèâíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû. Çàòåì ïðîèñõîäèò
ïîâòîðíîå ñòîëêíîâåíèå, ïîñëå êîòîðîãî ñîëèòîíû ðàñõîäÿòñÿ. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïî-
ñëå ïåðâîãî ñîóäàðåíèÿ ìàêñèìàëüíîå ïîëóðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì a = 5.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷¼ò ïðè vin = 0.11920 ñîîòâåòñòâóåò îêíó ðàçë¼òà ñ äâóìÿ îñíîâíûìè
ñîóäàðåíèÿìè.

Äîïîëíèòåëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ðåçîíàíñíîé ïðèðîäû ýòîãî ïðîöåññà äà¼ò ñïåê-
òðàëüíûé àíàëèç. Íà ðèñ. 5 ñëåâà ïîêàçàí ñïåêòð Ôóðüå êîëåáàíèé ïîëÿ, à ñïðàâà �
çàâèñèìîñòü äèñêðåòíûõ óðîâíåé ω2 îò ïàðàìåòðà ïîëóðàññòîÿíèÿ a ìåæäó ñîëèòîíàìè.
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Ðèñóíîê 5 � Ñëåâà: ñïåêòð Ôóðüå êîëåáàíèé ïîëÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì
ñîóäàðåíèÿìè. Ñïðàâà: çàâèñèìîñòü äèñêðåòíûõ óðîâíåé ω2 ñîñòàâíîé êîíôèãóðàöèè îò
ïàðàìåòðà ïîëóðàññòîÿíèÿ a ìåæäó ñîëèòîíàìè. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ÷¼òíûå
ñâÿçàííûå ìîäû, ïóíêòèðíûìè � íå÷¼òíûå ñâÿçàííûå ìîäû.

Äëÿ êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàññìàòðèâàåìîìó ñòîëêíîâåíèþ, ñóùåñòâåí-
íûå ïèêè Ôóðüå-ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñâÿçàííûõ óðîâíåé ñîñòàâíîé ïàðû. Â ÷àñòíî-
ñòè, îòìå÷åííûå çíà÷åíèÿ ω2 ñîãëàñóþòñÿ ñ âåòâÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè a ≃ 4.9. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîìåæóòêå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ñîóäàðåíèÿìè âîçáóæäàþòñÿ èìåííî
êîëëåêòèâíûå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ïàðû, à íå âíóòðåííèå ìîäû îäèíî÷íîãî êèíêà.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå
îêîí ðàçë¼òà îïðåäåëÿåòñÿ íå ñïåêòðîì èçîëèðîâàííîãî ñîëèòîíà, à ñïåêòðîì âñåé êîíôè-
ãóðàöèè.
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñòîëêíîâåíèÿõ êèíêà è àíòèêèíêà â òåîðåòèêî-
ïîëåâîé ìîäåëè φ8 ñ ïîòåíöèàëîì V (φ) = 1

2
φ4(1 − φ2)2. Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ñôîð-

ìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î êèíêàõ êàê òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòàõ â (1 + 1)-ìåðíîé
ìîäåëè, à òàêæå èçëîæåíà èäåÿ ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñîëèòî-
íîâ, ïðèâîäÿùàÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ îêîí ìíîãîêðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé ïðè ñêîðîñòÿõ íèæå
êðèòè÷åñêîé.

Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé ïîñòàâëåíà è ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñïåê-
òðå ìàëûõ âîçáóæäåíèé. Ïðîâåäåíà ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñòà-
öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Øð¼äèíãåðà ñ ýôôåêòèâíûì ïîòåí-
öèàëîì U(x) = V ′′(φ(x)). Îïèñàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ïîñëåäóþùèì íàõîæäåíèåì ñïåêòðà
ñèììåòðè÷íîé òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè LAPACK.

Â îñíîâíîé ÷àñòè îáîñíîâàíà íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ êèíê�àíòèêèíê â ìîäåëè φ8. Èç-çà ñòåïåííîãî
óáûâàíèÿ õâîñòîâ óåäèí¼ííûõ ðåøåíèé ïðÿìàÿ ñóïåðïîçèöèÿ êèíêà è àíòèêèíêà ïðèâî-
äèò ê çàìåòíûì ïàðàçèòíûì âîçáóæäåíèÿì óæå íà ðàííèõ âðåìåíàõ. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ ýòèõ
ýôôåêòîâ èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà ìèíèìèçàöèè íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè, îñíîâàííàÿ íà
split-domain àíçàöå è ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü áîëåå êîððåêòíûé ñòàðò äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ.

Êðîìå òîãî, èññëåäîâàí ñïåêòð ìàëûõ êîëåáàíèé âîêðóã ñîñòàâíîé êîíôèãóðàöèè
êèíê�àíòèêèíê ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîëèòîíàìè. Äëÿ âûáðàííîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîëóðàññòîÿíèÿ a = 15 ïîñòðîåí ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë U(x) è ÷èñëåí-
íî ïîëó÷åí íàáîð äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â äèàïàçîíå ω2 < 4, ñîîòâåòñòâóþùèé
ëîêàëèçîâàííûì ìîäàì íèæå ïîðîãà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïîêàçàíû ïðèìåðû ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé íèçøèõ óðîâíåé. Íàëè÷èå ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ñîñòàâíîé êîíôèãóðàöèè
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì ìåõàíèçìà ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé, àíàëîãè÷íîãî îá-
ñóæäàåìîìó â ëèòåðàòóðå äëÿ ìîäåëåé, ãäå ðåçîíàíñíûå îêíà íàáëþäàþòñÿ äàæå ïðè îò-
ñóòñòâèè âíóòðåííåé ìîäû ó îäèíî÷íîãî êèíêà.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äèíàìèêà ñòîëêíîâåíèé çàâè-
ñèò îò íàëè÷èÿ êîëåáàòåëüíûõ ìîä ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíôèãóðàöèè êèíê-àíòèêèíê.
Íà ïðèìåðå ñêîðîñòè vin = 0.11920, ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðó îêíà äâóõóäàðíîãî ñòîëêíî-
âåíèÿ îáúÿñíåí ìåõàíèçì ðåçîíàíñíîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè ìåæäó òðàíñëÿöèîííîé è êîëåáà-
òåëüíîé ìîäàìè.
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