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1 Ввдение
Современная космологическая теория хорошо объясняет мно-

жество явлений и процессов во всей Вселенной и на протяжении
всей её истории, однако всё ещё остаются многочисленные наблю-
дательные данные, требующие объяснения и не укладывающие-
ся в рамки современной теории. Примером может служить факт
того что при наблюдении скоплений галактик с помощью грави-
тационного линзирования, различие между наблюдаемой массой
скопления и массой светящегося вещества, приводит к гипотезе
о наличии дополнительной гравитирующей компоненты, скрытой
массы (темная материя (DM)) в скоплениях. Мы знаем относи-
тельный вклад тёмной материи (DM) в плотность энергии совре-
менной Вселенной: ΩDM ≈ 27% [1]

Данная гипотеза позволяет объяснить и множество других яв-
лений, таких как движение звёзд на периферии галактик и др.
Пока остаётся неясной природа тёмной материи (DM) (или скры-
той массы (CM)), состоящей из небарионного вещества. Однако
выдвигаются различные кандидаты на роль тёмной материи, та-
кие как частицы тёмной материи [13] или первичные чёрные ды-
ры (PHD) [4], также представляют интерес и гибридные модели. В
рамках данной работы рассматривается подход к расчету массово-
го спектра первичных черных дыр в ранней Вселенной. Как ска-
зано выше, первичные черные дыры могут рассматриваться как
кандидаты в скрытую массу, однако есть жесткие ограничения на
массовый спектр таких черных дыр (см на рис. 1).

Красным отмечено ограничение по излучению Хокинга, синим
ограничения по гравитационному линзированию и другие экспе-
риментальные ограничения [4]. Но все еще остаются промежут-
ки масс, которыми можно полностью объяснить темную материю
первичными черными дырами.Таким образом, развитие подходов
к расчету массового спектра черных дыр в рамках различных по-
левых теорий является крайне важным.
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Рис. 1: Ограничения для PBH

1.1 Механизм образование PHD
Идея существования первичных чёрных дыр (ПЧД) впервые

рассматривалась в работах Я. Б. Зельдовича и И. Д. Новикова
[8], а затем получила развитие в работах С. Хокинга, Б. Карра и
Г. Чаплина [9, 10, 11].

На данный момент на первичную природу чёрных дыр ука-
зывает целый ряд наблюдательных данных, в первую очередь —
существование сверхмассивных чёрных дыр в центрах галактик,
особенно в ранних квазарах.

Существует множество различных моделей образования пер-
вичных чёрных дыр, одной из которых является их образование
за счёт коллапса замкнутых доменных стенок. Доменные стенки
— это нетривиальные топологические конфигурации поля, возни-
кающие в различных теориях поля при фазовых переходах.

В качестве наглядного примера рассмотрим скалярный потен-
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Рис. 2: Потенциал со скатывающимся полем

циал вида:

V (ϕ) = Λ

(
ϕ2 − f 2

2

)2

(1)

Лагранжиан соответствующего скалярного поля имеет вид:

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− Λ

(
ϕ2 − f 2

2

)2

(2)

В этом потенциале имеются два вакуумных состояния:

ϕ = +
f√
2

и ϕ = − f√
2
.

В результате переходов поля между данными вакуумными со-
стояниями I и II (см. рис. 2, где ϕ откладывается в единицах
H = 1013 Gev на момент инфляций) образуются доменные стенки
(не обязательно сферической формы) которые разделяют эти два
вакумных состояния. В дальнейшем за счёт поверхностного на-
тяжения доменная стенка начинает сжиматься и приобретает всё
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более сферическую форму, после того как энергия доменной стен-
ки окажется внутри гравитационного радиуса образуется чёрная
дыра [12].

2 Функция плотсности вероятности с уче-
том классического движения поля

Рассматривая динамику поля, нужно понимать, что поле мо-
жет переходить между вакуумами за счёт квантовых флуктуаций
поля и как показано на рис. 2 (нарисовано красным), за счёт своего
классического движения. Поэтому эволюцию поля можно описы-
вать на языке вероятностей, учитывая его классическое движение,
а также рассматривать его динамику по аналогии с диффузион-
ным расплыванием. То есть уравнение, описывающее вероятность
нахождения поля в данном состояний и в данный момент време-
ни, должно соответствовать стохастическому уравнению Фокке-
ра–Планка.

В случае, когда учитываются только квантовые флуктуации,
поле при своей эволюции не чувствует форму или вид потенциала.
Его эволюция заключается в том, что оно расплывается с неко-
торой начальной точки Φu, и функция плотности распределения
имеет вид [5][2]:

f(ϕ, t) =

√
2π

H3t
exp

(
−2π2(ϕ− ϕu)

2

H3t

)
, (3)

где явно расписана флуктуация

σ(t) =

√
H3t

2π
. (4)

Рассматривая действие со скалярным полем ϕ массой m (рас-
четы ведутся в системе единиц h̄ = kB = c = 1), можно получить
функцию плотности распределения вероятности с учетом класси-
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ческого движения поля.

S =
M 2

Pl

2

∫
d4x

√
−g4

[
R + (∂Φ)2 −m2Φ2

]
(5)

где, R - Скалярная кривизна, M 2
pl - масса планка

Уравнение для поля, в проcтранстве де-Ситтера, имеет вид [2],
[1]

∂Φ

∂t
− 1

3H

[
e−2Ht∆Φ− ∂V (Φ)

∂Φ

]
= y(t) (6)

y(x, t) ≡
(
− 1

3H

∂2

∂t2
− ∂

∂t
+

1

3H
e−2Ht∆

)
Q(x, t).

где Q(x, t), быстрая часть разложения Фурье-поля, подробнее
можно посмотреть в [3] Как было выше, движение поля рассмат-
ривается как сумма двух составляющих, классического поля и ква-
тового.

Φ = Φcl + ϕ

Подставляя её в уравнения (2), получим соответственно уравнения
движения для классического и квантового поля. Покажем это.

∂(Φcl + ϕ)

∂t
− 1

3H

[
e−2Ht ∆(Φcl + ϕ)− ∂V (Φcl + ϕ)

∂(Φcl + ϕ)

]
= y(x, t)

∂Φcl

∂t
+

∂ϕ

∂t
− 1

3H

[
e−2Ht

(
∆Φcl +∆ϕ

)
− ∂V

∂Φcl

∣∣∣∣
Φ=Φcl

− ∂2V

∂Φ2
cl

∣∣∣∣
Φ=Φcl

ϕ

]
= y(x, t)

Окончательно получим

∂Φcl

∂t
− 1

3H

[
e−2Ht∆Φcl −

∂V (Φcl)

∂Φcl

]
= 0 (7)

∂ϕ

∂t
− 1

3H

[
e−2Ht∆ϕ− V ′′(Φcl)ϕ

]
= y(x, t) (8)
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Проводя ту же процедуру как в [2], придем к функции распреде-
ления плотности вероятности поля.

f(Φ, t) =
dP (Φ, t)

dΦ
=

√
q2

π
exp

[
−q2

(
Φ−Φcl(t)−(Φ1−Φcl(t1))e

−M(t)
)2]

.

(9)

q2 ≡ 1

2σ2 sinh2
(
M(t)

) t2∫
t1

µ2(t)e2M(t) dt.

σ =
H3/2

2π
.

µ =
m2

3H
=

V ′′(Φcl)

3H

M(t) =

t∫
t1

µ(t) dt

Хорошо видно, что получается похожая функция распределения
вероятности, как и в случае только квантовых флуктуаций (плос-
кого потенциала), но отличие в выражении для флуктуаций: в
показателе экспоненты стоит разность между критическим зна-
чением поля (то есть значением поля в точке перехода в другое
вакуумное состояние) и значением поля при классическом движе-
нии в данный момент времени. Покажем, что данная формула (8)
переходит в (3) при малости массы поля, т.е. V ′′ ≪ H2

2.1 Приближение к случаю плоского потенциа-
ла

Случай плоского потенциала: µ ≪ H (в единицах параметра
Хаббла: µ ≪ 1). Поэтому для интеграла в q(t) будет справедливо
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следующее приближение:

t2∫
t1

µ2e2M(t) dt ≃
t2∫

t1

µ2(1+2M(t)) dt =

t2∫
t1

µ2 dt+2

t2∫
t1

µ2M(t) dt ≃
t2∫

t1

µ2 dt.

Здесь пренебрегли слагаемым

t2∫
t1

µ2M(t) dt ∼ O

(( µ

H

)3)
.

Интереснее выглядит ситуация для гиперболического синуса.
Здесь, применяя формулу Коши (вывод данной формулы можно
найти в [6]), получим:

(sinhM(t2))
2 ≃ M2(t2) =

t2∫
t1

µ(t) dt

t2∫
t1

µ(t) dt =

t2∫
t1

dt

t2∫
t1

dt µ2(t) =
1

(2− 1)!

τ2∫
τ1

(t− τ)µ2(τ) dτ ≃

(t− τ)

τ2∫
τ1

µ2(τ) dτ.

Очевидно, что параметр τ имеет размерность времени, и нет
разницы в обозначениях интеграла, поэтому справедлива следую-
щая запись:

q2 =
1

2σ2(τ − t)
t2∫
t1

µ2(t) dt

t2∫
t1

µ2 dt =
1

2σ2(τ − t)
. (10)
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Подставляя полученное в уравнение (9), полагая (τ − t) = ∆t,
явно раскрывая σ, а также устремляя к нулю Φcl, получим класси-
ческую формулу для плотности вероятности распределения поля:

f(Φ,∆t) =

√
2π

H3∆t
exp

(
−2π2(Φ− Φu)

2

H3∆t

)
. (11)

Заодно получим и уравнение для функции плотности распре-
деления. Для простоты переобозначим Φ(t) в ϕ(t):

f(ϕ(t), t) =
q√
π
exp

{
−q2

(
ϕ− ϕ0e

−M(t)
)2}

=
q√
π
e−q2α2

, (12)

где
α = ϕ− ϕ0e

−M(t).

Далее, вычисляя производные по полю ϕ и времени от функции
плотности распределения вероятности, получим:

∂f

∂ϕ
=

q√
π
e−α2q2(−2αq2) = −2αq2f.

∂2f

∂ϕ2
= −2q2f−2αq2

∂f

∂ϕ
= −2q2f+4α2q4f = f

(
4α2q4 − 2q2

)
. (13)

∂f

∂t
=

q̇√
π
e−α2q2 +

q√
π
e−α2q2

(
−2qq̇α2 − 2αα̇q2

)
=

= f

(
q̇

q
− 2qα

(
q̇ α + α̇ q

))
.

Откуда находим:

f =
∂f

∂t

1
q̇
q − 2qα ∂t(qα)

. (14)
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Подставляя в (13), получим классическое уравнение Фоккера–
Планка:

∂2f

∂ϕ2
=

∂f

∂t

1

D(ϕ, t)
.

Где D(ϕ, t) — коэффициент диффузии:

1

D(ϕ, t)
=

4α2q4 − 2q2

q̇
q − 2qα ∂t(qα)

.

В приближении плоского потенциала, как было показано выше,
флуктуации становятся

q ≃ 1√
2σt1/2

,

соответственно,

q̇ = − 1

2
√
2σ t3/2

,

и
α ≃ ϕ ≪ 1.

Учитывая всё это и пренебрегая бесконечно малыми высших
порядков, получим:

1

D
≃ − 1

σ2t
(−2t) =

2

σ2
=

8π2

H3
.

Окончательно получаем:

∂2f

∂ϕ2
· H

3

8π2
=

∂f

∂t
. (15)

3 Динамика поля

3.1 Квантовое расплывание безмассового поля
Рассмотрим поведение безмассового поля (под массой поля по-

нимается выпуклость либо вогнутость потенциала в рассматрива-
емой точке) в потенциале вида (1). Как было сказано выше, функ-
ция плотности вероятности найти поле со значением Φ в момент
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Рис. 3: Квантовая эволюция безмассового поля

времени t задаётся формулой (3). При такой эволюции существен-
ную роль играют только квантовые флуктуации, так как их вели-
чина значительно больше, чем вклад массы поля m ≪ σ. Поэтому
можно пренебречь классической динамикой поля.

На рисунке 3, изображено начальное состояние поля и его рас-
плывание за счёт флуктуаций за разное количество e-folds (в си-
стеме H = 1, t = Ne-folds). Очевидно, что если описывать динамику
поля только в приближении безмассового поля, будет сильное пе-
репроизводство доменных стенок, так как рано или поздно поле
перескочит через пик потенциала из-за того, что флуктуации по-
ля также растут со временем, и поле вскоре окажется в другом
вакуумном состоянии. Ниже приведён график с вероятностью и
спектром масс PHD, образующихся в данном приближении.

3.2 Динамика массивного поля
В случае, когда m ∼ σ, используется формула (12), где Φcl есть

решение уравнения:
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Рис. 4: Зависимость массы поля от времени (f = 10,Λ =
0.0005,Φu = −5)

Φ̈cl + 3HΦ̇cl + 4Λ
(
Φ2

cl −
f 2

2

)
Φcl = 0

Надо также заметить важный момент: масса поля не является
фиксированной, она зависит от времени, что на самом деле явля-
ется очевидным фактом (см. рис. 4).

µ =
m2(t)

3H
=

V
′′
(Φcl)

3H
=

4Λ[3Φ2
cl(t)−

f2

2 ]

3H
Поэтому в разные моменты времени она может принимать раз-

личные значения, как сравнимые с флуктуациями поля, так и
меньшие их. Поэтому корректнее применять гибридный подход
к описанию динамики поля.

На рисунке 5 изображена классическая траектория поля на
потенциале, поле скатывается к минимуму, также присутствуют
и квантовые флуктуации поля, за счет которых поле может ока-
заться в другом вакууме и образуется доменная стенка, но эти
флуктуации могут как подавляться, так и усиливаться за счет
формы потенциала и классической траектории поля (см. рис. 6),
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Рис. 5: Динамика массивного поля

Рис. 6: Флуктуации и вероятности поля
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Рис. 7: Спектр Масс PHD

и эти корреляции существенны, ими можно подавлять перепроиз-
водство доменных стенок, следовательно, и черных дыр, которые
получаются при приближении плоского потенциала (см. рис. 7).

4 Заключение
Анализ функции распределения показывает, что форма потен-

циала и классическая траектория поля существенно влияют на
вероятность переходов между вакуумными состояниями. В зави-
симости от параметров модели квантовые флуктуации могут как
усиливаться, так и подавляться. Это приводит к изменению веро-
ятности образования доменных стенок и, следовательно, влияет
на массовый спектр первичных чёрных дыр.

Таким образом, учёт корреляции между классическим движе-
нием поля и квантовыми флуктуациями позволяет более точно
описывать процессы формирования первичных чёрных дыр в ран-
ней Вселенной и может играть важную роль при построении реа-
листичных моделей скрытой массы.
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