
Министерство науки и высшего образования Российской

Федерации
Федеральное государственное автономное образовательное

учреждение высшего образования «Национальный
исследовательский ядерный университет «МИФИ»

УДК 539.12.01

ОТЧЕТ
О НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ

МОДИФИКАЦИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ШИРИНЫ
АННИГИЛЯЦИИ КВАРКОНИЯ В КВАРК-АНТИКВАРКОВОМ

ТЕРМОСТАТЕ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Научный руководитель
д.ф.-м.н., доц.,
проф. каф. №6 НИЯУ МИФИ А. В. Кошелкин

Студент В. С. Зеленев

Москва, 2026



СОДЕРЖАНИЕ

Введение и постановка задачи 3
Кварконизация в ядрах массивных нейтронных звёзд и магнитаров . 3
Наблюдения транзиентов от магнитаров и коллапсаров . . . . . . . . 4
Лабораторные возможности задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Особенности астрофизического сценария . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Исходная модель: уровни Ландау в сильном магнитном поле . . . . . 6
Кварконий в магнитном поле: современное состояние исследований . 7
Постановка задачи и методология работы . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Часть I. Оценочная модель 10
Основные уравнения динамики пары . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Усреднение потенциала Корнелла для основного состояния . . . . . . 12
Учёт взаимодействия с окружающим термостатом пар . . . . . . . . 13
Решение нелинейного уравнения методом вариационного параметра . 14
Квадрат модуля волновой функции в точке аннигиляции . . . . . . . 15
Ширина аннигиляции изолированной пары в магнитном поле . . . . 17
Динамика пары в термостате . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Термодинамическое усреднение по ансамблю пар . . . . . . . . . . . 18
Ультрарелятивистская температурная асимптотика . . . . . . . . . . 19

Часть II. Расширенная модель 20
Мотивация и ограничения оценочной модели . . . . . . . . . . . . . . 20
Полный спектр уровней Ландау: одночастичные функции . . . . . . 20
Двухчастичное уравнение с разложением по уровням Ландау . . . . 21
Гармоническое приближение для уровней . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Экранирование в термополевой теории . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Разложение Veff по уровням Ландау . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
Релятивистская плотность пар (общий случай) . . . . . . . . . . . . . 25
Релятивистское термодинамическое усреднение . . . . . . . . . . . . 26

1



Полная замкнутая система уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Квадрат волновой функции в точке аннигиляции с учётом всех уровней 27
Итоговое выражение для средней ширины аннигиляции . . . . . . . 28
Сравнение пределов с оценочной моделью . . . . . . . . . . . . . . . 29
Обсуждение возможности численной реализации . . . . . . . . . . . . 29

Заключение 31

2



ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Кварконизация в ядрах массивных нейтронных звёзд и магнитаров

В современной астрофизике компактных объектов обсуждается суще-
ствование второго фазового перехода в плотной QCD-материи — а именно
кварконизации, то есть деконфайнмента кварков с образованием, в частности,
кварк-глюонной фазы во внутренних областях массивных нейтронных звёзд
[7; 8]. При плотностях ρ ≳ 2−3 ρ0 (ρ0 ≈ 0.16 нукл/фм3 — ядерная плотность)
и температурах, превышающих десятки МэВ в центре прото-нейтронной звез-
ды или массивного магнитара, кварковая фаза становится релевантным путём
эволюции адронной материи. Уравнение состояния с фазовым переходом эф-
фективно даёт два различных режима эволюции в зависимости от массы и
углового момента компактного объекта [11; 14].

Особенно важным элементом поля исследований оказывается магнитное
поле в недрах объекта. В стабильных магнитарах поле на поверхности состав-
ляет Bsurf ∼ 1014 − 1015 Гс [3; 9], а в ядре, согласно сохранению магнитного
потока (в частности, в адиабатическом приближении при быстром формиро-
вании или коллапсе), поле может усиливаться до Bcore ∼ 1017 − 1018 Гс. При
коллапсе или слиянии нейтронных звёзд (последняя стадия — коллапсары)
поле в гипермассивной нейтронной звезде на пути к коллапсу в чёрную дыру
может на короткое время достигать B ∼ 1018 − 1019 Гс [10; 11]. Эти значения
близки или превосходят характерные адронные масштабы (m2

π ∼ 1018 Гс) и
могут оказывать существенное влияние на формирование кварковой фазы.

Можно обозначить два качественно разных сценария, в которых обсуж-
даемая кварковая аннигиляция может иметь наблюдательные следствия.

Рассмотрим «спокойный» сценарий. В ядре стабильного магнитара рас-
сматривается квазистатическая кварковая фаза при температурах T ∼ 10−50
МэВ (после охлаждения с протонейтронной стадии). В глюонном конденсате
этой фазы происходят циклические процессы рождения и аннигиляции кварк-
антикварковых пар. Кварковая аннигиляция в кварк-глюонной плазме сопро-
вождается излучением нейтрино [12; 13] (вольный аналог URCA-процесса, из-
вестного для адронной материи), что приводит к стабильному нейтринному
оттоку энергии из ядра. Усиление аннигиляции коллективным взаимодействи-
ем в магнитном поле может скорректировать кривые охлаждения молодых
магнитаров.
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Рассмотрим теперь «катастрофический» сценарий. Альтернативный путь
реализуется, как минимум, в двух основных случаях:

• Задержанный коллапс ядра массивной сверхновой в чёрную дыру через
стадию гипермассивной нейтронной звезды или массивного магнитара [5;
6]. Быстрое торможение углового момента (τ ∼ мин) приводит к катастро-
фическому уплотнению ядра, температуры поднимаются до kT ∼ 100−300
МэВ. Этот механизм коллапсара актуален в первую очередь для молодых
популяций звёзд.

• Коллапсары после слияний нейтронных звёзд: гипермассивный остаток с
большим угловым моментом коллапсирует за время порядка десятков мс
[10; 11]. Это типичный сценарий для старых популяций двойных систем.

В обоих случаях лавинное усиление темпов аннигиляции кварк-антикварковых
пар в плотной горячей среде с экстремальным магнитным полем может обес-
печить мощный выброс энергии по нескольким каналам: гамма (GRB), радио
(FRB), нейтрино, гравитационные волны [17; 18; 22].

Историческое замечание. Похожий астрофизический контекст реали-
зуется и при коллапсах массивных звёзд III популяции на космологических
расстояниях z ≳ 6 [1; 2; 15; 16]: в их ядрах достигаются температуры T ≳ 1011

K, плотности ρ ≳ 1014 г/см3 и магнитные поля B ∼ 1015− 1017 Гс [4], что так-
же соответствует условиям применимости развиваемой ниже модели. Однако
в фокусе настоящей работы остаются магнитары и коллапсары как наиболее
актуальные источники с точки зрения современной многоканальной астроно-
мии.

Наблюдения транзиентов от магнитаров и коллапсаров

Современная астрофизика высоких энергий характеризуется переходом
к многоканальным (multi-messenger) наблюдениям, когда астрофизические
объекты и процессы изучаются в различных спектральных диапазонах и кана-
лах прихода энергии. Для магнитаров и коллапсаров наиболее релевантными
каналами являются:

Гамма-всплески (GRB) — как короткие (≲ 2 с), традиционно ассоци-
ируемые со слияниями нейтронных звёзд, так и длинные (≳ 2 с), связываемые
с коллапсами массивных звёзд через стадию массивного магнитара. Энерго-
выделение кварковой аннигиляции в ядре может вносить вклад в энергетику

4



«центральной машины» GRB [15; 16].

Быстрые радиовсплески (FRB) — миллисекундные всплески радио-
излучения. Современные наблюдения ассоциируют их с молодыми магнита-
рами — нейтронными звёздами с экстремальными магнитными полями [17;
18]. Возмущения магнитосферы магнитара со стороны процессов в ядре мо-
гут приводить к индуцированию FRB.

Нейтрино высоких энергий — зарегистрированные обсерваториями
IceCube и ANTARES нейтрино с энергиями ≳ 1 ТэВ могут иметь внегалак-
тическое происхождение. Пространственные и временные кросс-корреляции с
другими каналами всплесков могут указывать на их источники в коллапсар-
ных событиях [19; 20].

Гравитационные волны — интерферометры сети LIGO/Virgo/KAGRA
уже регистрируют сигналы от слияний нейтронных звёзд (GW170817), а бу-
дущие обсерватории (Einstein Telescope, LISA, Cosmic Explorer) расширят как
спектр масс наблюдаемых событий, так и чувствительность к коллапсам оди-
ночных объектов на космологических расстояниях [21; 22].

Кросс-корреляция сигналов в этих каналах может предоставить возмож-
ность получить полезную обзорную информацию по процессам в недрах ком-
пактных объектов. Например, совпадение во времени гамма-всплеска, ней-
тринного события и гравитационно-волнового сигнала даст возможность точ-
но локализовать источник и изучить его эволюцию в процессе наблюдений.

Лабораторные возможности задачи

Интересно также заметить, что сходные (менее долговременные) усло-
вия могут возникать и в земных экспериментах — при нецентральных столкно-
вениях тяжёлых ионов на RHIC и LHC, где возникают сильнейшие магнитные
поля B ∼ 1018 − 1019 Гс [23—25]. Эти поля, хотя и существуют кратковремен-
но (τ ∼ 10−23 с), превышают характерные адронные масштабы (m2

π ∼ 1018

Гс) и оказывают существенное влияние на динамику образующейся кварк-
глюонной плазмы.

Особенности астрофизического сценария

В астрофизических условиях ядер магнитаров и коллапсаров необходи-
мо учитывать несколько критических особенностей, отличающих этот сцена-
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рий от лабораторных условий.

Во-первых, магнитное поле в ядре существенно неоднородно: оно имеет
выраженные пространственные градиенты, особенно в коллапсарном режиме,
когда поле эволюционирует на характерных временах τB ∼ 1 − 10 мс. В ста-
бильном магнитарном режиме поле квазистатично на временах τ ≲ 106 лет,
но всё равно содержит градиенты, обусловленные сложной топологией (поло-
идальная + тороидальная компоненты).

Во-вторых, на стадии перехода в кварковую фазу магнитное поле про-
никает в плазму с характерной длиной экранирования λD ∼ (e2T 2)−1/2, что
приводит к нетривиальной перестройке топологии.

В-третьих, коллапсарные сценарии сопровождаются релятивистскими
гидродинамическими течениями и развитием квантовых неустойчивостей, вклю-
чая производство пар (например, лептонных), спонтанное нарушение симмет-
рии и формирование киральных магнитных волн. Наконец, несмотря на быст-
рое изменение поля в коллапсарном сценарии, на временах формирования и
аннигиляции кварк-антикварковых пар (τqq̄ ∼ 1/

√
eB ∼ 10−23 с для B ∼ 1019

Гс) поле можно считать постоянным в рамках квазистационарного приближе-
ния, что существенно упрощает теоретическое описание на начальном этапе.

Исходная модель: уровни Ландау в сильном магнитном поле

Исходным условием рассмотрения задачи является учёт квантования
динамики заряженных частиц в магнитном поле — так называемых уровней
Ландау. Для релятивистской частицы в постоянном однородном магнитном
поле B = Bez спектр энергии имеет вид [26]:

En(pz) =
√
p2z +m2 + (2n+ 1 + sz)eB, (1)

где n = 0, 1, 2, . . . — радиальное квантовое число, sz = ±1 — проекция спина
на направление поля, pz — продольный импульс, а e — заряд частицы. В аст-
рофизическом контексте сверхсильных полей ультрарелятивистский предел
(p2z ≫ m2 + eB) является наиболее релевантным, при этом основную роль
играют низшие уровни Ландау (n = 0). Важной особенностью нулевого уров-
ня является фиксация sz знаком заряда: для кварков sz = −1 при eq > 0 и
sz = +1 при eq < 0, что приводит к эффективной поляризации частиц вдоль
направления магнитного поля.
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Пространственная структура волновой функции на уровне Ландау с
квантовыми числами n, m (магнитное квантовое число) описывается выра-
жением [27]:

ψnm(r⊥) =
1√
2πa2

1√
2nn!

Hn

(
r⊥√
2a

)
exp

(
− r2⊥
4a2

+ imϕ

)
, (2)

где a = (eB)−1/2 — магнитная длина (в единицах ℏ = c = 1), Hn — полиномы
Эрмита, а (r⊥, ϕ) — полярные координаты в плоскости, перпендикулярной
полю. Для основного состояния (n = 0, m = 0) волновая функция принимает
особенно простой вид:

ψ00(r⊥) =
1√
2πa2

exp

(
− r2⊥
4a2

)
, (3)

что соответствует гауссову распределению в поперечной плоскости с характер-
ным размером a. Именно такая пространственная локализация используется
для определения основного состояния кваркония в магнитном поле.

Кварконий в магнитном поле: современное состояние исследований

Исследованию свойств состояний кваркония в магнитном поле посвяще-
на обширная литература, однако большинство работ рассматривают кварко-
ний как изолированные системы, пренебрегая влиянием окружающей среды.
В нерелятивистских подходах [28; 29] используется потенциал Корнелла с учё-
том диамагнитных эффектов через сдвиг уровней энергии. Релятивистские
подходы [30—32] основаны на решении уравнений типа Дирака или Клейна–
Гордона в магнитном поле с учётом спиновых эффектов и аномальных маг-
нитных моментов.

Температурные эффекты в горячей среде изучаются в работах [33; 34],
где рассматривается температурная зависимость массы и ширины распада
кваркониев в плазме. Коллективные эффекты, связанные с влиянием плот-
ной среды через модификацию потенциала, исследуются в [35; 36]. Однако
принципиально важный для нашей задачи аспект — влияние окружающего
термостата кварк-антикварковых пар на характеристики аннигиляции — оста-
ётся практически не изученным, хотя именно коллективные эффекты могут
кардинально модифицировать наблюдаемые проявления в астрофизических
условиях недр магнитаров и коллапсаров.
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Постановка задачи и методология работы

В данной работе исследуется модификация ширины аннигиляции кварк-
антикварковых пар в сильном магнитном поле с учётом термодинамического
влияния окружающего термостата таких же пар. Эта проблема имеет прямое
отношение к интерпретации нейтринного охлаждения молодых магнитаров
через аналог URCA-процесса для кварковой материи и к энерговыделению
при коллапсарных событиях, регистрируемых в каналах GRB, FRB, нейтри-
но и гравитационных волн.

В I части работы строится первичная оценочная модель, опирающаяся
на три приближения: рассмотрение только основного уровня Ландау (n = 0,
m = 0), δ-функциональное представление ядра межпарного взаимодействия и
ультрарелятивистский предел при термодинамическом усреднении. В рамках
этой модели:

• строится эффективный гамильтониан для кварк-антикварковой пары в маг-
нитном поле с учётом взаимодействия с термостатом;

• решается модифицированное уравнение для волновой функции методом
факторизации на продольную и поперечную части;

• вычисляется квадрат модуля волновой функции в точке аннигиляции |Ψ(0)|2
— величина, определяющая ширину аннигиляции;

• учитывается лоренцево сокращение для движущейся пары и проводится
термодинамическое усреднение по импульсному распределению в ультраре-
лятивистском бозе-ансамбле;

• анализируется температурная и полевая зависимость эффективной шири-
ны аннигиляции.

Во II части разрабатывается расширенная модель, снимающая каждое
из ограничений I части:

• учитывается полный спектр уровней Ландау через разложение волновой
функции по полному ортонормированному базису {ϕN,0(ρ)} сN = 0, 2, 4, . . . , Nmax;

• δ-функциональное ядро межпарного взаимодействия заменяется на экра-
нирующее Дебаевское (Юкавское) в рамках термополевой теории (HTL) с
длиной экранирования λD = m−1

D (T );
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• термодинамическое усреднение по ансамблю проводится в общем случае че-
рез релятивистские интегралы Бозе–Эйнштейна, выражаемые через функ-
ции Бесселя Kn.

Результатом II части работы является замкнутая нелинейная
дифференциально-интегральная система уравнений для продольных ампли-
туд волновых функций χN(z) на каждом уровне Ландау. Решение задачи в
этой постановке оказывается аналитически замкнутым лишь в виде системы;
финальные количественные результаты предполагается получить с помощью
численных расчётов, что пока выходит за рамки настоящего отчёта.
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ЧАСТЬ I. ОЦЕНОЧНАЯ МОДЕЛЬ

Основные уравнения динамики пары

Пусть кварк-антикварковая пара находится в однородном магнитном
поле B = Bez, направленном вдоль оси OZ.

Рассматриваемый кварконий представляет собой составной мезон, со-
стоящий из кварк-антикварковой пары одного аромата (u, d, s), однородное
магнитное поле не влияет на движение центра масс. Следовательно, для ис-
следования основного состояния кваркония в магнитном поле мы модифици-
руем уравнения дираковской динамики [37], добавив векторный потенциал
Aµ = (0,A) = (0, 12(B× r)) к уравнению движения парапозитрония [38].

Кроме того, мы также заменяем кулоновский потенциал [38], который
является нулевой компонентой векторного взаимодействия Aµ = (U, 0) двух
частиц, на потенциал Корнелла U(r) = −αs

r + σr + Cs, где 0.19 ≤ αs ≤ 0.4

– константа сильного взаимодействия, σ ≃ 0.18 ГэВ2 – константа "струнно-
го натяжения" , Cs – константа спин-спинового взаимодействия, которой мы
пренебрегаем далее. Также учитываем эффект спин-смешивания [39], вводя
функцию ψS(r), которая соответствует спиновым состояниям S = 0, 1.

В результате в системе центра масс получаем следующее уравнение с
учётом спиновых состояний:(

∆+ 2U(r)Ew − U 2(r) +
ieq
2
(B× r)∇− 1

4
e2qB

2
rr

2
⊥

)
ψS(r)

+ (eqB)Ψ(1−S)(r) = (m2
w − E2

w)ψS(r);

(4)

S = 0, 1;

где Ew = (Eq−m2
q/2Eq), mw = m2

q/2Eq; mq и eq > 0 — масса и электрический
заряд кварка, а Eq — энергия кварк-антикварковой пары в системе центра
масс.

Здесь мы также ввели цилиндрические координаты для радиус-вектора
относительного движения r = r⊥ + ezz. Функция ψS(r) предполагается нор-
мированной на единицу.
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Поперечная часть гамильтониана в плоскости вместе со спиновым вза-
имодействием имеет вид:

Ĥ⊥ =
1

2µ

(
p̂⊥ − eq

c
A⊥

)2
− µBBσz, (5)

Собственные функции Ĥ⊥ образуют полный ортонормированный базис, ко-
торый обозначим как ϕν(r⊥, S), где ν = (n,m, sz) – набор квантовых чисел:
n = 0, 1, 2, . . . – радиальное квантовое число, m = 0,±1,±2, . . . – магнитное
квантовое число, S = ±1 (или sz = ±1

2) – проекция спина на ось z.

Соответствующие собственные значения равны:

εν = ℏωc

(
n+

m+ |m|+ 1

2

)
− µBBsz, ωc =

eqB

µc
. (6)

Волновые функции уровней Ландау могут быть записаны в виде:

ϕnm(ρ, ϕ) =
1√
2π
Rnm(ρ)e

imϕ, (7)

где радиальные функции Rnm(ρ) выражаются определённым образом.

Общее решение уравнения (4) может быть разложено по полному набору
{ϕν}:

ψ(r) =
∑
ν

ϕν(r⊥, sz)χν(z), (8)

где χν(z) – продольные волновые функции, зависящие от квантовых чисел ν.

Подставляя разложение (8) в уравнение (4) и проецируя на ϕν′, получаем
систему связанных одномерных уравнений:[

−ℏ2

2µ

d2

dz2
+ εν

]
χν(z) +

∑
ν′

Uνν′(z)χν′(z) = Eχν(z), (9)

где матричные элементы потенциала Корнелла определяются как:

Uνν′(z) =

∫
d2r⊥ ϕ

∗
ν(r⊥, sz)U

(√
z2 + ρ2

)
ϕν′(r⊥, s

′
z). (10)

В сильном магнитном поле B (когда ℏωc ≫ Eсвязи) поперечное движение
"заморожено" в основном состоянии Ландау с n = 0. В этом случае можно
ограничиться одним членом в разложении (8), соответствующим n = 0, m = 0
и определённой проекции спина sz.

11



Усреднение потенциала Корнелла для основного состояния

Для основного уровня Ландау (n = 0, m = 0) волновая функция имеет
вид:

ϕ00(ρ, ϕ) =
1√
2πa2

exp

(
− ρ2

4a2

)
, a =

√
ℏc
eqB

. (11)

Учитывая, что потенциал Корнелла не зависит от спина, диагональные
матричные элементы для sz = s′z дают эффективный одномерный потенциал:

Ueff(z) ≡ U00(z) =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

|ϕ00(ρ, ϕ)|2U
(√

z2 + ρ2
)
ρ dρ dϕ. (12)

Подставляя явный вид волновой функции и потенциала, получаем:

Ueff(z) =
1

a2

∫ ∞

0

e−ρ2/(2a2)

[
− αs√

z2 + ρ2
+ σ
√
z2 + ρ2

]
ρ dρ. (13)

Таким образом, в приближении сильного магнитного поля система уравнений
(9) сводится к одному уравнению для продольной волновой функции χ00(z):[

−ℏ2

2µ

d2

dz2
+ ε0 + Ueff(z)

]
χ00(z) = Eχ00(z), (14)

где ε0 = ℏωc

2 − µBBsz – энергия основного уровня Ландау с учётом спина.

Вычисление интеграла (13) даёт различные асимптотики в зависимости
от соотношения между продольной координатой z и магнитной длиной a. Для
больших |z| ≫ a получаем:

Ueff(z) ≈ σ
√
z2 + a2 − αs√

z2 + a2
, (15)

что соответствует потенциалу Корнелла с эффективным минимальным рас-
стоянием a. Для малых |z| ≪ a, что характерно для основного состояния в
сильном поле, имеем:

Ueff(z) ≈ σa

(
1 +

z2

2a2

)
− αs

a

(
1− z2

2a2

)
. (16)
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Таким образом, аппроксимация основного состояния, локализованного в об-
ласти |z| ≲ a, принимает вид линейного осциллятора:

Ueff(z) ≈ U0 +
1

2
µω2z2, (17)

где константа U0 и частота ω определяются выражениями:

U0 = σa− αs

a
, ω2 =

σ + αs/a
2

µa
. (18)

Эта аппроксимация существенно упрощает дальнейший анализ, позволяя по-
лучить аналитические результаты для волновой функции и энергии основного
состояния, локализованных внутри магнитной длины a.

Учёт взаимодействия с окружающим термостатом пар

В реалистичных условиях ядер магнитаров и коллапсаров кварк-антикварковые
пары формируются не изолированно, а в плотном ансамбле подобных пар,
образующих своеобразный термостат. Возникает дополнительное взаимодей-
ствие, обусловленное обменом коллективными возбуждениями между крат-
ковременно связанными парами. В общем случае это нелокальное взаимодей-
ствие описывается интегральным выражением:

Veff(r) = gn

∫
d3r′K(|r− r′|)|Ψ(r′)|2, (19)

где g — эффективная константа связи, характеризующая силу межпарного
взаимодействия (далее принимаем знак g < 0), n — плотность пар в термо-
стате, K(r) — ядро интегрального оператора взаимодействия, определяющее
его пространственные масштабы.

Выбор g < 0 соответствует ситуации, когда обмен коллективными мо-
дами взаимодействия понижает энергию пары в среде, что приводит к её
дополнительному сжатию.

В ультрарелятивистском пределе, характерном для высокотемператур-
ной кварковой плазмы, ядро взаимодействия можно аппроксимировать дельта-
функцией: K(r) ≈ δ(3)(r). Это соответствует пределу короткодействующе-
го взаимодействия, когда характерный радиус взаимодействия много меньше
среднего расстояния между парами. В этом приближении эффективный по-
тенциал принимает локальную форму:
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Veff(r) ≈ gn|Ψ(r)|2. (20)

С учётом этого члена полный гамильтониан системы приобретает вид:

Ĥ = Ĥeff
0 + gn|Ψ(r)|2. (21)

Соответствующее уравнение для волновой функции становится нелинейным
и относится к классу уравнений типа Гросса-Питаевского:[

− 1

2µ

d2

dz2
+

1

2
µω2z2 + gn|ψ(z)|2

]
ψ(z) = Eψ(z), (22)

где мы учли факторизацию полной волновой функции Ψ(r) = ψ(z)ψ00(r⊥) и
усреднили по поперечной координате. Нелинейный член gn|ψ(z)|2 описывает
усреднённый вид быстро осциллирующего самосогласованного поля, создава-
емого окружающими парами, и приводит к эффективному дополнительному
конфайнменту системы.

Решение нелинейного уравнения методом вариационного парамет-
ра

Для приближённого решения нелинейного уравнения (22) используем
вариационный метод с гауссовой пробной функцией:

ψ(z) =

(
β√
π

)1/2

exp

(
−β

2z2

2

)
, (23)

где β — вариационный параметр, обратно пропорциональный продольному
размеру системы. Средняя энергия, вычисленная с этой пробной функцией,
имеет вид:

⟨E⟩ =
∫ ∞

−∞
ψ(z)

[
− 1

2µ

d2

dz2
+

1

2
µω2z2

]
ψ(z)dz + gn

∫ ∞

−∞
|ψ(z)|4dz (24)

=
β2

4µ
+
µω2

4β2
+
gnβ√
2π
. (25)

Минимизируя среднюю энергию по параметру β, получаем:

∂⟨E⟩
∂β

=
β

2µ
− µω2

2β3
+

gn√
2π

= 0. (26)
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В отсутствие термостата (n = 0) решение имеет вид β2
0 = µω. С учётом

взаимодействия с термостатом ищем решение в виде β = β0 + ε, |ε| ≪ β0.
Разлагая (β0 + ε)−3 ≈ β−3

0 (1− 3ε/β0) и подставляя в (26):

β0
2µ

− µω2

2β3
0︸ ︷︷ ︸

=0

+ε

(
1

2µ
+

3µω2

2β4
0

)
+

gn√
2π

= 0. (27)

Поскольку β4
0 = µ2ω2, второй член в скобке равен 3/(2µ), и коэффициент при

ε оказывается равным 2/µ. Отсюда:

ε = − µgn

2
√
2π

=
µ|g|n
2
√
2π

> 0. (28)

Поправка δ ≡ β2−β2
0 ≈ 2β0ε к квадрату вариационного параметра имеет вид:

δ = −µgnβ0√
2π

=
µ|g|nβ0√

2π
> 0. (29)

Положительность δ при g < 0 свидетельствует о том, что эффективный про-
дольный размер системы уменьшается (β увеличивается) за счёт взаимодей-
ствия с термостатом. Это можно интерпретировать как дополнительное сжа-
тие кварк-антикварковой пары под действием давления окружающей среды,
что имеет прямые аналогии с эффектом дебаевского экранирования в плотной
плазме.

Квадрат модуля волновой функции в точке аннигиляции

Ключевой величиной, определяющей ширину аннигиляции
кварк-антикварковой пары, является квадрат модуля волновой функции в
точке встречи частиц r = 0. Полная волновая функция в этой точке пред-
ставляет собой произведение продольной и поперечной компонент:

|Ψ(0)|2 = |ψ(0)|2|ψ00(0)|2 =
β√
π
· 1

2πa2
. (30)

Подставляя β = β0 + ε с ε из (29), получаем с учётом взаимодействия с
термостатом:

|Ψ(0)|2 = |Ψ0(0)|2
(
1 +

ε

β0

)
= |Ψ0(0)|2

(
1 +

µ|g|n
2
√
2π β0

)
, (31)

где |Ψ0(0)|2 = β0/(
√
π · 2πa2) — значение без учёта термостата.
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Используя β2
0 = µω = µ

√
(σ + αs/a2)/a и учитывая, что для сильного

поля магнитная длина a мала (так что σ-член доминирует), получаем β0 ∝
a−1/4. Подстановка даёт упрощённое выражение:

|Ψ(0)|2 ≈ |Ψ0(0)|2
(
1 +

|g|n
2
√
2π

· µ
3/4a1/4

σ1/4

)
. (32)

Член, пропорциональный |g|n a1/4/σ1/4, описывает эффективное "усиление"
волновой функции в точке аннигиляции за счёт дополнительного сжатия си-
стемы под действием термостата. В астрофизических условиях, где плотность
пар n может быть очень высокой, этот эффект может приводить к существен-
ному увеличению вероятности и темпов аннигиляции.
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Ширина аннигиляции изолированной пары в магнитном поле

Прежде чем рассматривать влияние термостата, необходимо установить
базовое выражение для ширины аннигиляции изолированной кварк-антикварковой
пары в магнитном поле. Согласно работе [30], ширина аннигиляции Γ0(B)
определяется выражением:

Γ0(B) =
|Ψ0(0)|2

M 2
f(B,mq, αs, σ), (33)

где M ≈ 2mq — масса пары, а функция f(B,mq, αs, σ) собирает в себе набор
параметров системы. В пределе сильного магнитного поля (eqB ≫ m2

q) и для
лёгких кварков (mq ≪

√
σ) автор работы получает следующую асимптотику:

Γ0(B) ∼ σ3/2

m2
q

· 1
a
=
σ3/2

m2
q

√
eqB, (34)

где a = (eqB)−1/2 — магнитная длина. Эта зависимость демонстрирует харак-
терное усиление аннигиляции в магнитном поле Γ0(B) ∝

√
B, обусловленное

сжатием волновой функции в поперечном направлении. Иными словами, это
соответствует увеличению вероятности нахождения кварка и антикварка в
одной точке пространства при увеличении напряжённости магнитного поля.

Динамика пары в термостате

В астрофизических условиях кварк-антикварковые пары не покоятся,
а проявляют динамику с некоторым распределением импульсов. Для пары,
движущейся с импульсом P вдоль магнитного поля (что является преимуще-
ственным направлением движения в сильном поле), в лабораторной системе
отсчёта необходимо учесть лоренцево сокращение. Квадрат модуля волновой
функции в точке аннигиляции преобразуется как:

|Ψ(0)|2P = γ|Ψ(0)|2rest =
EP

M
|Ψ(0)|2rest, (35)

где EP =
√
P 2 +M 2 — полная энергия пары, M ≈ 2mq — масса покоя,

γ = EP/M — лоренц-фактор. Соответственно, ширина аннигиляции для дви-
жущейся пары:

Γ(P ) ∼ |Ψ(0)|2P
M 2

=
EP

M 3
|Ψ(0)|2rest. (36)

В ультрарелятивистском рассмотрении γ ≫ 1 темпы аннигиляции могут зна-
чительно повышаться.
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Термодинамическое усреднение по ансамблю пар

Теперь произведём усреднение ширины аннигиляции по распределению
пар по импульсам. В предположении, что пары как составные бозоны подчи-
няются статистике Бозе-Эйнштейна, функция распределения имеет вид:

f(P ) =
1

exp(P/kT )− 1
, (37)

где P = |P|, k — постоянная Больцмана, T — температура термостата. Сред-
няя ширина аннигиляции вычисляется как:

⟨Γ⟩ =
∫∞
0 Γ(P )f(P )4πP 2dP∫∞

0 f(P )4πP 2dP
. (38)

В ультрарелятивистском пределе энергия пары EP ≈ P , тогда выражение
(38) преобразуется:

⟨Γ⟩ ∼ |Ψ(0)|2rest
M 3

·
∫∞
0

P 3

eP/kT−1
dP∫∞

0
P 2

eP/kT−1
dP

. (39)

Вычисление интегралов даёт известный результат для ультрарелятивистского
бозе-газа: ∫∞

0
P 3

eP/kT−1
dP∫∞

0
P 2

eP/kT−1
dP

=
π4

30ζ(3)
kT. (40)

Теперь необходимо выразить плотность пар n через параметры термостата.
Для ультрарелятивистского бозе-газа плотность числа частиц определяется
стандартным выражением:

n =
gs

(2π)3

∫ ∞

0

4πP 2dP

exp(P/kT )− 1
=
gsζ(3)

π2
(kT )3, (41)

где gs — число спиновых состояний. Для скалярных кварк-антикварковых
пар gs = 1. Подставляя это выражение в формулу (32), получаем явную тем-
пературную зависимость квадрата модуля волновой функции:

|Ψ(0)|2rest ≈ |Ψ0(0)|2
(
1 +

|g| ζ(3)µ3/4a1/4

2
√
2π7/2 σ1/4

(kT )3
)
. (42)

Интересно отметить, что при низких температурах термостатный вклад мал
по сравнению с единицей, и преобладает сжатие волновой функции за счёт
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магнитного поля. При высоких температурах, когда термостатный член начи-
нает доминировать, имеем выраженную температурную асимптотику |Ψ(0)|2 ∝
(kT )3.

Объединяя все полученные результаты, (33), (42) и (40), получаем окон-
чательное выражение для средней ширины аннигиляции в оценочной модели:

⟨Γ⟩ = Γ0(B)

(
1 +

|g| ζ(3)µ3/4a1/4

2
√
2π7/2 σ1/4

(kT )3
)

π4

30ζ(3)

kT

M 3
. (43)

Ультрарелятивистская температурная асимптотика

Особый интерес представляет предельный случай высоких температур,
когда термостатный вклад в (42) доминирует. В этой асимптотике выражение
(43) упрощается:

⟨Γ⟩ ≈ C̃(B) · (kT )4, (44)

где константа C̃(B) собирает все параметры, зависящие от магнитного поля:

C̃(B) = Γ0(B) · |g| ζ(3)µ
3/4a1/4

2
√
2π7/2 σ1/4

· π4

30ζ(3)M 3
. (45)

Используя Γ0(B) ∝
√
B из (34) и a1/4 ∝ B−1/8:

C̃(B) ∝ B1/2 ·B−1/8 = B3/8. (46)

Сильная степенная асимптотика ⟨Γ⟩ ∝ (kT )4 способствует тому, что даже
небольшой градиент температуры в ядре магнитара или коллапсаре может
приводить к резкому усилению потока гамма-излучения от аннигиляции кварк-
антикварковых пар или темпов производства лептонных пар.
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ЧАСТЬ II. РАСШИРЕННАЯ МОДЕЛЬ

Мотивация и ограничения оценочной модели

Изложенная выше модель содержит три существенных приближения,
ограничивающих её применимость в условиях ядер магнитаров и коллапса-
ров:

Во-первых, учитывался вклад только основного уровня Ландау. Это при-
ближение справедливо при ℏωc ≫ Eсвязи и ℏωc ≫ kT . Второе условие наруша-
ется уже при kT ≳ 100 МэВ для B ≲ 1018 Гс. В катастрофическом сценарии
при kT ∼ 200− 300 МэВ и критических B ∼ 1017− 1018 Гс заселены оказыва-
ются Nmax ∼ 10− 50 уровней Ландау.

Во-вторых, δ-функциональное приближение ядра межпарного взаимо-
действия соответствует пределу сильного экранирования mD ≫ 1/a, нару-
шающемуся при конечных параметрах ядер магнитаров. Его использование
приводит к завышению вклада коллективного взаимодействия в режиме сла-
бого поля.

В-третьих, для лёгких u-, d-кварков (mq ∼ 5− 10 МэВ) — M ≈ 2mq ∼
10 − 20 МэВ, а потому ультрарелятивистское приближение kT ≫ M выпол-
няется в полной мере. Однако, например, для s-кварка (ms ∼ 100 МэВ) при
kT ∼ 50 МэВ (спокойный сценарий) предел нарушается, и нужно использо-
вать полную релятивистскую кинематику.

В этом разделе строится обобщённая модель, перерабатывающая каж-
дое из перечисленных ограничений с учётом реалий рассматриваемых физи-
ческих процессов. Полное численное решение оказывается за рамками насто-
ящего раздела, но получаемая ниже замкнутая система уравнений является
основой для последующих численных расчётов.

Полный спектр уровней Ландау: одночастичные функции

В симметричной калибровке A = 1
2(B× r⊥) собственные функции попе-

речного гамильтониана для заряженной частицы с зарядом eq > 0 имеют вид
[27]:

ϕnr,m(ρ, φ) =
eimφ

√
2π

Rnr,m(ρ), nr = 0, 1, 2, . . . , m ∈ Z, (47)
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где радиальная часть выражается через обобщённые полиномы Лагерра L|m|
nr :

Rnr,m(ρ) =
1

a

√
2nr!

(nr + |m|)!

(
ρ√
2 a

)|m|
L|m|
nr

(
ρ2

2a2

)
exp

(
− ρ2

4a2

)
. (48)

Главное квантовое число определяется как N = 2nr + |m|. Собственное зна-
чение поперечного гамильтониана для уровня N с проекцией спина sz:

ε
(sz)
N = ℏωc

(
N + 1

2

)
− µBBsz, ωc =

eqB

µc
. (49)

Нормировка радиальных функций:∫ ∞

0

R2
nr,m

(ρ) ρ dρ = 1. (50)

Подставляя ρ = 0 в (48) и используя L|m|
nr (0) =

(
nr+|m|

nr

)
, имеем:

Rnr,m(0) =


√
2

a
, |m| = 0, nr = 0, 1, 2, . . . ;

0, |m| ≠ 0.
(51)

В результате оказывается, что только состояния с m = 0 (то есть с чётными
главными квантовыми числами N = 2nr) вносят ненулевой вклад в вероят-
ность нахождения пары в одной точке — именно они участвуют в аннигиля-
ции.

Интересно также отметить, что значение Rnr,0(0) =
√
2/a не зависит от nr. А

потому действительным оказывается тот факт, что все различия между чёт-
ными уровнями Ландау должны наблюдаться в продольных волновых функ-
циях χN(z).

Таким образом, получаем, что |ϕN,0(0)|2 = 1/(πa2) для всех чётных N .

Двухчастичное уравнение с разложением по уровням Ландау

Используя двухчастичный формализм из [30; 31], общее решение урав-
нения (4) ищем в виде разложения по полному набору ϕN,0 с m = 0:

Ψ(r) =
∑

N=0,2,4,...

ϕN,0(ρ)χN(z). (52)
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Подставляя (52) в (4), пользуясь тем, что оператор ieq
2 (B × r)∇ − 1

4e
2
qB

2ρ2

есть в точности диагонализованный поперечный гамильтониан с собственны-
ми значениями εN на ϕN,0, и проецируя на ϕN,0, получаем систему связанных
одномерных уравнений для амплитуд χN(z):

[
− d2

dz2
+ ε2N + εN − E2

w +m2
w

]
χN(z) +

∑
N ′

UNN ′(z)χN ′(z) = 0, (53)

где матричные элементы потенциала Корнелла:

UNN ′(z) =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

ϕ∗N,0(ρ, φ)
[
2EwU(r)− U 2(r)

]
ϕN ′,0(ρ, φ) ρ dρ dφ. (54)

В линейном по U приближении (применимо при αs, σ ≪ Ew, что выполняется
для лёгких кварков) диагональный элемент UNN(z) ≡ U

(N)
eff (z) принимает вид:

U
(N)
eff (z) ≈ 2Ew

∫ ∞

0

R2
N,0(ρ)U

(√
z2 + ρ2

)
ρ dρ ≡ 2Ew ŨN(z). (55)

Вводя безразмерную переменную t = ρ2/(2a2), имеем ρ dρ = a2 dt и

ŨN(z) =
1

nr!

∫ ∞

0

[Lnr
(t)]2 e−t U

(√
z2 + 2a2t

)
dt, N = 2nr. (56)

Раскладывая на кулоновскую и линейную части потенциала Корнелла:

Ũ
(αs)
N (z) = − αs

nr!

∫ ∞

0

[Lnr
(t)]2e−t

√
z2 + 2a2t

dt, (57)

Ũ
(σ)
N (z) =

σ

nr!

∫ ∞

0

√
z2 + 2a2t [Lnr

(t)]2e−t dt. (58)

Оба интеграла не выражаются в замкнутой форме при произвольном nr, но
вычисляются с хорошей точностью квадратурой Гаусса–Лагерра.
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Поэтому на данном этапе имеет смысл исследовать асимптотики.

При |z| ≫ a
√
N + 1 средняя поперечная область существования пары ⟨ρ2⟩N ≈

2a2(N + 1) мала по сравнению с z2, и

ŨN(z) −−−−−−−→
|z|≫a

√
N+1

U(z) +
a2(N + 1)

2z2

[
σz +

αs

2z

]
+O

(
a4N 2

z4

)
. (59)

При nr = 0 (N = 0, L0 ≡ 1) выражение (56) воспроизводит результат (13)
исходной модели. При nr ≥ 1 наличие полиномов L2

nr
(t) модифицирует жёст-

кость осциллятора: для высших уровней потенциальная яма становится шире,
поскольку среднее ⟨ρ2⟩N = 2a2(2nr+1) растёт линейно с N , и поперечное рас-
пределение пары захватывает большую область.

Гармоническое приближение для уровней

Разложим U
(N)
eff (z) вблизи z = 0 до второго порядка:

U
(N)
eff (z) = U

(N)
0 +

1

2
µ (ωN)

2 z2 +O(z4), (60)

где константа U (N)
0 = 2EwŨN(0) и частота ωN выражаются через интегралы

с полиномами Лагерра:

(ωN)
2 =

2Ew

µ
KN , KN =

1

nr!

∫ ∞

0

[Lnr
(t)]2e−t σ (2a

2t) + αs

(2a2t)3/2
dt. (61)

При nr = 0 имеем L0(t) = 1 и интеграл K0 воспроизводит выражение для ω2

исходной модели. При nr ≥ 1 присутствие полиномов Лагерра уменьшает KN ,
и соответственно ωN < ω0 — для высших уровней связь оказывается слабее.

Экранирование в термополевой теории

Заменим теперь δ-функциональное ядро (20) исходной модели на физи-
чески более реалистичное Дебаевское ядро экранирования. В активной среде
— кварк-глюонной плазме — при температуре T имеет место масса Дебая mD.
Цветовые заряды экранируют глюонный обмен на расстояниях r ≳ m−1

D , где
длина Дебая λD = m−1

D задаёт характерный пространственный масштаб меж-
парного взаимодействия. Дебаевская масса, взятая в ведущем порядке модели
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Hard Thermal Loop (HTL), используемой в термополевых задачах в рамках
квантовой хромодинамики, имеет вид [40]:

m2
D(T ) = g2s T

2

(
Nc

3
+
Nf

6

)
+O(g4s), (62)

где g2s = 4παs, Nc = 3 (число цветов), Nf — число активных ароматов квар-
ков (Nf = 2 при T ≲ ms и Nf = 3 при T ≳ ms, то есть при характерных
температурах ядер магнитаров и коллапсаров).

Взаимодействие между парами в плазме описывается тогда ядром Юка-
вы:

K(r− r′) =
e−mD|r−r′|

4π|r− r′|
. (63)

Рассмотрим предельные случаи. ПриmD → 0 ядро обращается в кулоновскую
форму K(r) → 1/(4πr). При mD → ∞ имеем

lim
mD→∞

e−mDr

4πr
=
δ(3)(r)

m2
D

, (64)

что воспроизводит δ-функциональное приближение исходной оценочной мо-
дели с эффективной константой связи geff ∼ −4παsCF/m

2
D, CF = (N 2

c −
1)/(2Nc) = 4/3.

Запишем теперь эффективный потенциал термостата с учётом дебаев-
ского экранирования:

Veff(r) = geff n(T )

∫
d3r′

e−mD|r−r′|

4π|r− r′|
|Ψ(r′)|2. (65)

В Фурье-представлении ядро Юкавы:

e−mDr

4πr
=

∫
d3k

(2π)3
eik·r

k2 +m2
D

, (66)

что обеспечивает факторизацию поперечной и продольной частей. Используя∫
d2k⊥
(2π)2

eik⊥·ρ

k2⊥ + k2z +m2
D

=
1

2π
K0

(
ρ
√
k2z +m2

D

)
, (67)

где K0 — модифицированная функция Бесселя второго рода, получаем сме-
шанное представление, удобное для численной реализации.
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Разложение Veff по уровням Ландау

Подставляя разложение (52) в (65) и усредняя по поперечным коорди-
натам с весом |ϕN,0(ρ)|2, получаем модификацию V

(N)
eff (z) для каждого уровня

N :

V
(N)
eff (z) = geff n(T )

∑
N ′=0,2,...

WNN ′[z; {χN ′}], (68)

где интегральный оператор:

WNN ′[z; {χN ′}] =
∫ ∞

−∞
dz′ |χN ′(z′)|2FNN ′(z − z′;mD), (69)

с ядром свёртки:

FNN ′(Z;mD) =

∫ ∞

−∞

dkz
2π

eikzZ FNN ′(kz;mD), (70)

а форм-фактор поперечного перекрытия:

FNN ′(kz;mD) =

∫ ∞

0

ρ dρ

∫ ∞

0

ρ′ dρ′R2
N,0(ρ)R

2
N ′,0(ρ

′)

× 1

2π
K0

(
|ρ− ρ′|

√
k2z +m2

D

)
. (71)

Точное вычисление (71) требует трёхмерной численной квадратуры, но струк-
тура уравнения сохраняется при любом nr, n′r.

Потому здесь также рассмотрим предельные случаи. В пределе слабого
экранирования (mD → 0, kz = 0) функция K0(ρmD) → − ln(mDρ/2)+O(m

2
D)

логарифмически расходится по стандартному длинноволновому "инфракрас-
ному"сценарию. Расходимость обрезается средним межчастичным расстояни-
ем rsep ∼ n−1/3. В пределе сильного экранирования (mD ≫ 1/a) функция
K0(ρmD) ≈

√
π/(2mDρ) e

−mDρ, и ядро сжимается к δ-функции, восстанавли-
вая исходную оценочную модель.

Релятивистская плотность пар (общий случай)

В общем релятивистском случае плотность пар как составных бозонов
с массой M и числом степеней свободы gs выражается как:
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n(T ) =
gs
2π2

∫ ∞

0

p2 dp

e
√

p2+M2/T − 1
. (72)

Этот интеграл можно разложить в ряд по функциям Бесселя [40]:

n(T ) =
gsM

2 T

2π2

∞∑
k=1

1

k
K2

(
kM

T

)
, (73)

где K2 — модифицированная функция Бесселя второго рода.

Рассматривая предельные случаи, получаем, что в нерелятивистском
случае (T ≪ M) плотность пар имеет больцмановский профиль: n(T ) ≈
gs (MT/2π)3/2 e−M/T ; в ультрарелятивистском случае же (T ≫ M): n(T ) ≈
gs ζ(3)T

3/π2 — воспроизводит (41).

Релятивистское термодинамическое усреднение

В общем случае средняя ширина аннигиляции по импульсам пары:

⟨Γ⟩ = ΓB
rest · ⟨γ⟩T , ⟨γ⟩T =

1

M

∫∞
0 EP P

2 dP/(eEP /T − 1)∫∞
0 P 2 dP/(eEP /T − 1)

. (74)

Через функции Бесселя интегралы записываются как:

∫ ∞

0

P 2 dP

eEP /T − 1
= T 3

∞∑
k=1

1

k

[
2

(
kM

T

)2

K2

(
kM

T

)
+
kM

T
K1

(
kM

T

)]
, (75)

∫ ∞

0

EP P
2 dP

eEP /T − 1
=MT 3

∞∑
k=1

1

k

[
3

(
kM

T

)
K3

(
kM

T

)
+

(
kM

T

)2

K2

(
kM

T

)]
. (76)

Рассматривая предельные случаи, получаем, что в нерелятивистском пределе
(T ≪ M): ⟨γ⟩T → 1 + 3T/(2M) + . . .; тогда как в ультрарелятивистском
пределе (T ≫M) соответствует оценочной модели: ⟨γ⟩T → π4/(30ζ(3))·kT/M

Полная замкнутая система уравнений

Объединяя (53), (55), (68) и условие β = (µωN)
1/2 для каждого уровня (в

гармоническом приближении), получаем замкнутую нелинейную дифференциально-
интегральную систему для продольных амплитуд χN(z), N = 0, 2, 4, . . . , Nmax:
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[
− 1

2µ

d2

dz2
+

1

2
µ (ωN)

2z2 + U
(N)
0 + εN

]
χN(z)

+
∑
N ′

Uoff
NN ′(z)χN ′(z) + geff n(T )

∑
N ′

WNN ′[z; {χN ′}] = EN χN(z),
(77)

с условием нормировки: ∑
N=0,2,...

∫ ∞

−∞
|χN(z)|2 dz = 1. (78)

Важно также отметить, что при конечной температуре T уровни Ландау с
εN ≫ T не заселены, что определяет их верхнюю границу (обрезание спек-
тра):

Nmax ≈
2T

ℏωc
=

2µT

eqB
. (79)

При характерных параметрах катастрофического сценария (B ∼ 1018 Гс, T ∼
200 МэВ, µ ∼ 5 МэВ) обрезание даёт Nmax ∼ 10− 50 уровней.

Квадрат волновой функции в точке аннигиляции с учётом всех
уровней

Из разложения (52) и ϕN,0(0) = RN,0(0)/
√
2π = 1/(a

√
π):

|Ψ(0)|2 =

∣∣∣∣∣∣
∑

N=0,2,...

ϕN,0(0)χN(0)

∣∣∣∣∣∣
2

=
1

πa2

∣∣∣∣∣∣
∑

N=0,2,...

χN(0)

∣∣∣∣∣∣
2

. (80)

При рассмотрении процессов аннигиляции в магнитном поле имеют место эф-
фекты конструктивной и деструктивной интерференции, возникающей в след-
ствие смешения уровней Ландау. В контексте продольной волновой функции
имеет место когерентная и некогерентная сумма вероятностей аннигиляции.

Когерентная сумма (80) учитывает интерференцию между амплитудами раз-
ных уровней Ландау и может приводить как к усилению, так и к ослаблению
вероятности аннигиляции в зависимости от относительных фаз χN(0). В неко-
герентном пределе (фазы случайны или быстро осциллируют):
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|Ψ(0)|2incoh =
1

πa2

∑
N=0,2,...

|χN(0)|2. (81)

В контексте численной реализации интерференция между уровнями оказыва-
ется важной при kT ≲ ℏωc, когда заселены лишь несколько низших уровней;
при kT ≫ ℏωc некогерентный предел становится оправданным.

Итоговое выражение для средней ширины аннигиляции

Объединяя релятивистское усреднение (74) с когерентной суммой (80) и
формализмом матричного элемента [30], получаем окончательное выражение
для средней ширины аннигиляции в расширенной модели:

⟨ΓB⟩ = 1

32π

∣∣∣∣∣∣
∑

N=0,2,...

bN(T,B)B
(N)
B

∣∣∣∣∣∣
2

· ⟨γ⟩T , (82)

где:

• bN(T,B) = χN(0;mD(T ), n(T ))/
∑

N ′ χN ′(0;mD(T ), n(T )) — весовые коэф-
фициенты, зависящие от температуры через параметры mD(T ) и n(T );

• B
(N)
B — амплитуды распада для каждого уровня Ландау, вычисляемые по

формализму матричного элемента [30] с использованием Фурье-образа вол-
новой функции уровня N :

ϕ̃N,0(q⊥) =

∫ ∞

0

RN,0(ρ) J0(q⊥ρ) ρ dρ = a (−1)nr Lnr

(
a2q2⊥

)
e−a2q2⊥/2, (83)

где J0 — функция Бесселя первого рода; ⟨γ⟩T — релятивистский средний
лоренц-фактор из (74).

Интересно также отметить, что в формуле (83) знакочередующийся мно-
житель, возможно, (−1)nr указывает на каналы интерференции между вкла-
дами разных уровней Ландау в B(N)

B , что и должно породить интерференцию
между амплитудами в полной сумме (82).
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Сравнение пределов с оценочной моделью

Резюмируя необходимые из представленных ранее предельных случаев,
можно показать, что при mD → ∞ и kT ≫ M выражение (82) должно вос-
производить оценочный результат (43) исходной модели.

Во-первых, при kT ≪ ℏωc заселён только N = 0, и сумма в (82) сводит-
ся к одному члену с b0 = 1. Если kT ≫M , то ⟨γ⟩T → π4/(30ζ(3)) · kT/M .

Во-вторых, при mD → ∞ ядро FNN ′ → δ(z − z′) |ϕN,0(0)|2/m2
D, и (68)

переходит в локальное взаимодействие Veff ≈ (geff/m
2
D)n(T )|Ψ(z)|2, что соот-

ветствует δ-приближению исходной модели с константой g → geff/m
2
D.

В третьих, при kT ≫ M выражение для n(T ) из (73) переходит в (41),
а ⟨γ⟩T — в ультрарелятивистскую асимптотику.

Таким образом, получаем, что в этих пределах (82) действительно вос-
производит (43), что подтверждает внутреннюю согласованность построения.

Обсуждение возможности численной реализации

Численная реализация планируется в виде расчётного кода на языке
Fortran (из соображений быстродействия численных квадратур и тригономет-
рических преобразований) с визуализацией результатов на языке Python: за-
висимости ⟨ΓB⟩(T,B), профили χN(z), заселённости уровней, температурные
кривые охлаждения для спокойного сценария и кривые энерговыделения для
катастрофического.
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Таблица 1 — Параметрический диапазон численного расчёта.

Параметр Диапазон

Магнитное поле B 1015 − 1019 Гс
Температура T 50− 300 МэВ
Масса кварка mq 5− 100 МэВ
Константа сильного взаимодействия αs 0.19− 0.4

Константа струнного натяжения σ 0.18 ГэВ2

Число активных ароматов Nf 2 или 3

Обрезание Ландау Nmax ∼ 10− 50
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате работы было показано, что учёт коллективных эффектов
в плотной кварк-антикварковой плазме существенно модифицирует ширину
аннигиляции пар в сильном магнитном поле.

В оценочной модели (Часть I) было получено первичное аналитическое
выражение (43) для средней ширины аннигиляции. В высокотемпературной
асимптотике средняя ширина демонстрирует степенной рост ⟨Γ⟩ ∝ T 4 (с за-
висимостью от поля C̃(B) ∝ B3/8). При таких условиях даже небольшой
градиент температуры в кварковом ядре магнитара или коллапсаре может
приводить к резкому всплеску аннигиляционной активности.

В расширенной модели (Часть II) построена замкнутая нелинейная
дифференциально-интегральная система уравнений (77) для амплитуд χN(z)
продольных волновых функций на каждом уровне Ландау с m = 0, N =
0, 2, 4, . . . , Nmax. В данной модели были учтены:

• полный спектр уровней Ландау с обрезанием Nmax по (79); также было уста-
новлено, что только чётные уровни (m = 0) вносят вклад в аннигиляцию,
и |ϕN,0(0)|2 = 1/(πa2) не зависит от N ;

• дебаевское экранирование (65) с массой mD(T ) в рамках формализма тер-
мополевой теории; в пределе mD → ∞ проверено δ-функциональное при-
ближение оценочной модели;

• обобщённое релятивистское термодинамическое усреднение через функции
Бесселя (73), (75)–(76); в пределе kT ≫M проверен ультрарелятивистский
результат оценочной модели.

Полученные результаты непосредственно применимы к двум сценариям
астрофизических процессов, описанных во введении:

В спокойном сценарии (стабильные магнитары) усиление аннигиляции
кваркония в ядре коллективным взаимодействием в магнитном поле может
корректировать кривые нейтринного охлаждения молодых магнитаров в каче-
стве добавки к классическим URCA-процессам в нуклонной коре магнитаров
[12; 13].

В катастрофическом сценарии (задержанный коллапс или коллапсары
после слияний нейтронных звёзд) лавинное усиление темпов аннигиляции в
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плотной горячей среде с экстремальным магнитным полем может обеспечить
мощный многоканальный выброс энергии: гамма-всплески, быстрые радио-
всплески, нейтринные всплески и гравитационные волны [10; 14; 17; 22]. Осо-
бенно перспективным является кросс-корреляционный анализ: одновремен-
ная регистрация сигналов в этих каналах от одного коллапсарного события
могла бы предоставить полезные данные для проверки модели и определения
параметров фазового перехода (кварконизации).

Полученные в настоящей работе теоретические результаты служат фун-
даментом для дальнейшего численного исследования и сопоставления с мно-
гоканальной наблюдательной программой современной астрофизики компакт-
ных объектов.
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