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1. ВВЕДЕНИЕ

Подробное изучение галактических ядер показало, что в большинстве
из них в центре содержатся сверхмассивные черные дыры (далее СЧД),
имеющие массы 106÷ 1010M� [1], с которыми связывают физическую при-
роду активности галактического центра.

Одним из возможных сценариев образования таких СЧД может быть
коллапс и последующие слияние большой совокупности звезд за счет их
большой концентрации в центрах галактик. Однако есть основания пола-
гать, что звёздообразование и формирование галактических центров шло
одновременно [1; 2], это может говорить об их дозвездном происхождении.
Таким образом становится актуальным вопрос о происхождении таких чер-
ных дыр (ЧД).

В статьях [3; 4] был предложен механизм образования первичных чёр-
ных дыр (ПЧД), связанный с квантовыми эффектами во время космологи-
ческой инфляции. Эти модели предсказывают появление не только одиноч-
ных ЧД, а также целых скоплений в широком массовом диапазоне (в том
числе маломассивных и сверхмассивных). В результате временной эволю-
ции такого кластера как раз могут появиться СЧД. Подобные скопления
ПЧД обладают рядом существенных преимуществ:

1. Образование СЧД в дозвездный период позволяет объяснить наличие
квазаров на красных смещениях z > 6 [5].

2. Вклад в реионизацию Вселенной, которая имела место на z ∼ 8, мо-
гут давать ПЧД. Это связано с взаимодействием излучения от мало-
массивных ПЧД с нейтральным газом [6–8].

3. Кластеры ПЧД могут составлять долю скрытой массы [9].

4. Параметры чёрных дыр, зарегистрированных при их слиянии гра-
витационным детектором LIGO, могут указывать на их кластерное
происхождение [10; 11].

Таким образом, изучение динамической эволюции кластера ПЧД яв-
ляется важной и актуальной задачей для решения целого ряда проблем
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современной астрофизики и космологии. Однако до сих пор вопрос эволю-
ции скопления ПЧД не был хорошо изучен. В работе [12] рассматривался
вопрос изменения маломассивной состовляющей массового спектра класте-
ра ПЧД за счет механизма испарения Хокинга. А существующие работы
по шаровым звездным скоплениям (динамика которых схожа с динамикой
кластсеров ПЧД) не учитывают широкий массовой диапазон. Например,
в работе [13] рассмотрена эволюция кластера компактных звезд с массой
M = 1.4M� с учетом гравитационных слияний. Конечно, в результате сли-
яний будет образовываться некоторый массовый спектр, однако он будет
значительно уже, чем спектр в кластерах ПЧД, а нижняя граница спектра
будет начальная масса звезд в кластере – M = 1.4M�.

В [14] рассмотрен вопрос эволюции шарового скопления, в центре ко-
торого расположена массивная центральная ЧД (далее, ЦЧД), а в [15–17]
учтен механизм захвата звезд ЦЧД. Однако представленные темпы по-
глощения малы для типичных шаровых скоплений. Недостаток указанных
работ и им подобных состоит в том, что рассматривается скопление с уз-
ким (в сравнении с ПЧД) или же монохроматическим спектром масс и
пренебрегается гравитационным потенциалом от распределения звезд (т.е.
потенциал создается только ЦЧД). Однако в работах [18] и [19] учиты-
вается потенциал от распределения звезд, но диапазон масс по-прежнему
узкий.

Наличие широкого массового диапазона может приводить к тому, что
маломассивная часть кластера будет «нагреваться» за счет стремления к
термодинамическому равновесию с массивной составляющей. В результате
чего легкие ЧД могут интенсивно вылетать из кластера [20; 21].

Можно выделить два способа решения задачи эволюции скопления ПЧД,
которые обычно применяются для изучения эволюции шаровых звездных
скоплений:

1. Численное интегрирование системы уравнений задачи N-тел. Однако
существующие программные пакеты с вычислительной сложностью
O(N 2) пригодны для типичных шаровых скоплений, т.е. с узким мас-
совым диапазоном и не очень большим числом рассматриваемых ча-
стиц (в сравнении с кластерами ПЧД). Но несмотря на это метод
позволяет отслеживать траекторию каждой частицы в отдельности
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и учитывать двойные системы, тройные и прочей кратности сближе-
ния. Что является огромным плюсом, но увеличивает вычислитель-
ную сложность.

2. Решение кинетических уравнений с интегралом столкновений. Этот
метод позволяет рассмотреть произвольный массовый диапазон и сколь
угодно большое число частиц. К тому же требуемое вычислительное
время составляет всего несколько минут, что является огромным пре-
имуществом относительно N-BODY. Также к плюсам метода следует
отнетси то, что в кинетические уравнения можно включать много
разнообразной физики.

В данной работе используется второй подход.
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2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

2.1. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФОККЕРА-ПЛАНКА

Кинетическое уравнение, описывающее эволюцию функции распредел-
ния (далее, ФР), — это кинетического уранение Больцманна:

∂f

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂f

∂xi
+

3∑
i=1

ai
∂f

∂vi
=

(
∂f

∂t

)
c

, (1)

где
(
∂f
∂t

)
c
— это интеграл столкновений. Если учитывать только взаимодей-

ствия при которых скорости ЧД изменяются незначительно, то интеграл
столкновений принимает форму Фоккера-Планка:(

∂f

∂t

)
c

= −
∑
i

∂

∂vi
(f〈∆vi〉) +

1

2

∑
i,j

∂2

∂vi∂vj
(f〈∆vi∆vj〉), (2)

где 〈∆vi〉, 〈∆vi∆vj〉 — это диффузионные коэффициеннты. Как было по-
казано в работе [22], если между частицами действуют обратноквадратные
силы (что, в частности, имеет место в случае гравитации), то выражения
для коэффициентов примут вид:

〈∆vi〉 = −Γ
∑
b

mb(m+mb)
∂hb
∂vi

, hb(v) =

∫
fb(vf)

|v − vf |
dvf ,

〈∆vi∆vj〉 = Γ
∑
b

m2
b

∂2gb
∂vi∂vj

, gb =

∫
fb(vf)|v − vf |dvf , (3)

где Γ = 4πG2 ln Λ (ln Λ — Кулоновский логарифм, Λ ∼ N) и подразумева-
ется суммирование по всем типам сближающихся частиц (в нашем случае
сумма по всем массам).

Инвариантная форма уравнения (2) имет вид:(
∂f

∂t

)
c

= −
(
fT i
)
;i

+
1

2

(
fSij

)
;ij
, (4)
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где коэффициенты даются следующими формулами [22; 23]:

T i = Γaij
∂H

∂vj
,

Sij = Γ

[
aikajl

(
∂2G

∂vk∂vl
− Γmkl

∂G

∂vm

)]
,

H =
∑
b

mb(m+mb)hb(v), G =
∑
b

m2
bgb(v). (5)

После некоторых преобразований можно упростить уравнение (4):(
∂f

∂t

)
c

= − 1√
a

(
√
af〈∆vi〉),i +

1

2
√
a

(
√
af〈∆vi∆vj〉)ij, (6)

где вместо ковариантного дифференцирования используется уже обычное,
а коэффициенты даются следующими выражениями:

〈∆vi〉 = T i − 1

2
ΓijkS

jk, 〈∆vi∆vj〉 = Sij. (7)

Легко показать, что они обладают следующими трансформационными свой-
ствами при переходе к другой системе координат:

〈∆V λ〉 =
∂V λ

∂vi
T i(v) +

1

2

(
∂2V λ

∂vi∂vj
− ∂V λ

∂vk
Γkij(v)

)
Sij(v),

〈∆V µ∆V ν〉 =
∂V µ

∂vi
∂V ν

∂vj
Sij(v). (8)

Таким образом, если новые переменные V — некоторая функция пере-
менных v, то используя (8) можно получить обобщенные диффузионные
коэффициенты 〈∆V λ〉 и 〈∆V µ∆V ν〉 в зависимости от координат v с помо-
щью формул (5). Подробно все вычисления представлены в книге [23].

2.2. УСРЕДНЕНИЕ ПО ОРБИТАМ

Полученная форма (6) для столкновительного члена уравнения Больц-
манна имеет т.н. локальную форму, т.е. зависит от координаты физического
пространства. Это легко понять, т.к. интегралы в диффузионных коэффи-
циентах берутся вдоль скорости, а она ограничена сверху в данной точке
пространства значением ve =

√
−2φ(r) в гравитационно связанной систе-
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ме.
В большинстве приложений уравнения ФП прибегают к приближению,

что время релаксации велико в сравнении с орбитальным периодом. Это
означает то, что характерные изменения в ФР происходят на масштабах
времен больших, чем орбитальный период. В этом случае функция рас-
пределения f удовлетворяет теореме Джинса: f(x,v) = f(E, I2, ...), где
E, I2, ... — это интегралы движения. Последнее легко понять, если решить
стационарное кинетическое уравнения Больцманна (1) без правой части
методом характеристик. В качестве характеристик мы получим как раз
уравнения движения частицы в потенциале φ(r), интегралы которого бу-
дут интегралы движения.

Таким образом, если ФР медленно эволюционирует, то можно проинте-
грировать уравнение (1) вдоль невозмущенного движения (вдоль орбиты),
тем самым исключив из уравнения зависимость от координат физического
пространства x. Сделать это, однако, удастся, если мы выразим столкно-
вительный член в переменных интегралов движения. Ведь только в этом
случае f(x,v) = f(E, I2, ...) можно будет вынести из под знака интегриро-
вания вдоль орбиты (т.к. вдоль невозмущенной траектории ФР постоянна).

Для того, чтобы осуществить это удобно выбрать в качестве перемен-
ных

E = −E = −v
2

2
+ ψ(r), R =

L2

L2
c(E)

, (9)

где ψ(r) = −ϕ(r), а Lc(E) — максимальный угловой момент орбитые с
энергией E , т.е. угловой момент круговой орбиты:

L2
c(E) = −r3c

dψ

dr

∣∣∣∣
rc

. (10)

Пользуясь соотношениями (5) и (8) и уравнением (6) можно получить урав-
нение ФП в переменных E и R и затем проинтегрировать вдоль орбит:

∂N

∂t
= − ∂

∂E
(N〈∆E〉t) +

1

2

∂2

∂E2
(N〈(∆E)2〉t)−

∂

∂R
(N〈∆R〉t)

+
1

2

∂2

∂R2
(N〈(∆R)2〉t) +

∂2

∂E∂R
(N〈∆E∆R〉t), (11)

где N – это концентрация в пространстве (E , R), которая связана с ФР
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следующим образом:

N(E ,R)dEdR = 4π2P (E ,R)L2
c(E)f(E ,R)dEdR, (12)

P (E ,R) – орбитальный период, а индекс t означает интегрирование вдоль
орбиты, например

〈∆E〉t =
2

P

∫ r+

r−

dr

vr
〈∆E〉, (13)

где vr – радиальная скорость, а r−, r+ — точки поворота (корни уравнения
vr = 0).

Выражения для коэффициентов, входящих в уравнение (11), довольно
громоздки и приведены в [17; 23]. Кроме того, результаты численного инте-
грирования показывают, что зависимость ФР от R изотропная [24] или же
слабая, в присутствии ЦЧД [17] (оно и понятно, ведь ЦЧД будет полгло-
щать частицы с маленьким моментом импульса). Поэтому, для упрощения
вычислений, проинтегрируем уравнение (11) по R от 0 до 1 и запишем
полученное уравнение в форме уравнения неразрывности:

4π2p(E)
∂f

∂t
=

∂

∂E

(
DEE

∂f

∂E
+mDEf

)
, (14)

где коэффициенты даются следующими формулами:

DE = −16π3Γ

∫ ψ(0)

E
dE ′ ν(E ′)p(E ′), (15)

DEE = 16π3Γ

(
q(E)

∫ E
0

µ(E ′) dE ′ +
∫ ψ(0)

E
q(E ′)µ(E ′) dE ′

)
, (16)

p(E) = 4

∫ ψ−1(E)

0

dr r2
√

2(ψ(r)− E), (17)

q(E) =
4

3

∫ ψ−1(E)

0

dr r2(2(ψ(r)− E))3/2, (18)

где ψ−1(E) — корень уравнения ψ(r) = E , а ν(E) и µ(E) — это первый и
второй моменты масс:

ν(E) =

∫
f(E ,m)mdm, (19)
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µ(E) =

∫
f(E ,m)m2 dm. (20)

В случае дискретного спектра масс (что обычно и происходит) интегра-
лы (19) и (20) переходят в сумму вида

∑
mifi(E), а уравнение (14) в систе-

му уравнений. Каждое уравнение будет описывать эволюцию ФР какого-то
сорта частиц за счет взаимодействия с этим же сортом и всеми остальны-
ми, что учитывается в коэффициентах (15) и (16). Также отметим, что в
присутствии ЦЧД предел интегрирования ψ(0) заменяется на Ecrit из-за
того, что потенциал в нуле в этом случае сингулярен. А предел 0 заменя-
ется всегда на некоторое Etidal > 0 из-за расходимости коэффициентов (17)
и (18) при E → 0.

2.3. КОНУС ПОТЕРЬ

Если в центре шарового скопления расположена ЦЧД, то она будет
поглощать частицы на низких моментах импульса, формируя в простран-
стве (E , R) так называемый конус потерь. Залетая в эту область частица
может поглощаться ЦЧД за один орбитальный период — режим пустого
конуса потерь. Однако поглощение может и не произойти, если в результа-
те взаимодействия с другими черными дырами частица приобретет момент
импульса отличный от критического и вылетит из конуса потерь за один
орбитальный период — это режим «точечного стока» (pinhole) или полный
конус потерь [15]. В последнем случае поглощение будет происходит только
в момент прохождения некоторой критической точки Rcrit в окрестности
ЦЧД, на которой происходит захват.

Временные масштабы вблизи конуса потерь на которых R меняется
существуенным образом много меньше, чем для E . Это связано с тем, что на
временах, где существенно меняется E характерные изменения в моменте
импульса будут ∼ Lc(E), а мы интересуемся случаем δL � Lc(E). Кроме
того, градиенты в коэффициентах уравнения (11) поR при малыхR много
больше, чем по E . Таким образом, можно пренебречь частью, связанной с
диффузией по координате E , и считать ее параметром в уравнении (11):

∂N

∂t
= − ∂

∂R
(N〈∆R〉t) +

1

2

∂2

∂R2
(N〈(∆R)2〉t). (21)
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При R � 1 выражения для коэффициентов в локальной форме в урав-
нении (21) примут вид:

〈∆R〉 =
r2

L2
c(E)
〈∆v2⊥〉+O(R), (22)

〈(∆R)2〉 =
2r2

L2
c(E)
R〈∆v2⊥〉+O(R2), (23)

где

〈∆v2⊥〉 = 4πm2Γ

(
4

3
I0 + 2J1/2 −

2

3
J3/2

)
, (24)

I0(E) =

∫ E
0

f(E ′)dE ′, (25)

Jn(E , r) =

∫ ψ(r)

E
dE ′f(E ′)

(
ψ(r)− E ′

ψ(r)− E

)n
, (26)

в появившихся интегралах f является функцией только энергии. Это свя-
зано с тем, что диффузионные коэффициенты значительно проще вычис-
лить от изотропный ФР. Для получения изотпропной вресии ФР формаль-
но необходимо проинтегрировать её по R. Конкретный способ интегриро-
вания не так важен, т.к. в дальнейшем мы будем работать только с ФР,
независящей от R. Видно, что в рассматриваемом приближении справед-
ливо следующее:

〈∆R〉 =
1

2

∂

∂R
〈(∆R)2〉. (27)

если ввести коэффициент:

D(E) = lim
R→0

〈(∆R)2〉t
2R

, (28)

то уравнение примет следующий простой вид

∂N

∂t
= D(E)

∂

∂R

(
R∂N
∂R

)
, (29)

D(E) =
2

L2
c(E)P (E)

∫ ψ−1(E)

0

〈∆v2⊥〉r2dr
vr

, (30)

где P (E) = P (E ,R)R→0 — период радиальной орбиты.
Поясним смысл выражения (28). Пусть 〈(∆v)2〉 является диффузион-
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ным коэффициентом, т.е. показывает среднее изменение квадрата скорости
в единицу времени в приближении малых рассеиваний, а v — начальная
скорость частицы. Определим время релаксации: tr 〈(∆v)2〉 ∼ v2. Видно,
что это время — время, требуемое для того, чтобы многократные взаимо-
действия с малыми изменениями скоростей, привели к суммарному эффек-
ту сравнимому с v. Для оценок обычно считают v ∼ σ. Ясно, что D−1 имеет
смысл времени релаксации, усредненного по орбите.

Найдем стационарное решение уравнения (29) с дополнительными усло-
виями:

N(Rlc) = 0, N(E) =

∫ 1

Rlc

N(E ,R)dR, (31)

слева – условие поглощающей границы приRlc (захват частиц ЦЧД), спра-
ва – требование того, что при интегрировании по R мы должны получить
изотропную версию ФР,

f(E) ≈ NE
4π2L2

c(E)P (E)
. (32)

В результате получим:

N(R, E) =
ln(R/Rlc)

ln(1/Rlc) +Rlc − 1
N(E). (33)

Пусть F (E)dE – поток частиц в точке E в интервале dE в конус потерь:

F (E)dE = − d
dt

(∫ 1

Rlc

N(E ,R)dR
)
dE , (34)

если записать уравнение (21) в форме уравнения непрерывности, то станет
ясно, что этот интеграл есть просто разность значений потока в простран-
стве R в точке R = 1 и Rlc. Ясно, что на верхнем пределе будет ноль,
т.к. противное физически невомзожно. На нижнем же пределе можно вос-
пользоваться выраженние для потока из уравнения (29), тогда получим

F (E) = D(E)Rlc

(
∂N

∂R

)
Rlc

≈ q

ln(1/Rlc)

NRlc

P
. (35)
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где

q(E) =
P (E)D(E)

Rlc(E)
, (36)

смысл последней величины в том, что она показывает какую часть состов-
ляет изменение момента импульса за один орбитальный период относитель-
но Llc q ≈ (δL/Llc)

2. Поскольку δL ≈
√
P/trLc и tr ≈ D−1, то собирая все

вместе получим выражение (36). Ясно, что (35) справедливо при q � 1, т.к.
в противном случае изменения в моменте импульса стали бы сравнимы или
выше, чем Llc за один орбитальный период и условие поглощающей грани-
цы при Rlc было бы нарушено (был бы поток как внутрь конуса потерь,
так и наружу).

Если рассматриваемые процессы происходят на временнах порядка ор-
битального периода, то усредненным по орбитатам уравнением ФП (21)
пользоваться уже нельзя. В работе [17] было полученное стационарное вы-
ражение для N вблизи конуса потерь в этом случае:

N(E ,R) =
ln(R/R0)

ln(1/R0) +R0 − 1
N(E), (37)

где R0 = R[q(E)]. Видно, что полученный результат совпадает по форме с
(33). Поскольку в [17] уравнение Больцманна решалось численно, то здесь
приведем аналитическое выражение для R0(q) [25]:

R0 = Rlce
−q/ξ(q), ξ(q) ≈ q

(q2 + q4)1/4
. (38)

Поток частиц на ЦЧД в этом случае будет даваться выражением:

F (E) ≈ q

ln(1/R0)

NRlc

P
. (39)

2.4. НАЧАЛЬНЫЕ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Будем использовать для начального профиля плотности следующую
параметризацию:

ρ(r) = ρ0

(
r

r0

)−γ [
1 +

(
r

r0

)α](γ−β)/α
, (40)
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Если известна ФР f(E), то концентрация будет даваться выражением

n(r) = 4π

∫ ψ(r)

0

f(E)
√

2(ψ(r)− E)dE , (41)

на это можно посмотреть как на интегральное уравнение Абеля относи-
тельно f(E) с решением

f(E) =

√
2

4π2
d

dE

∫ E
0

dψ√
E − ψ

dn

dψ
, (42)

полученное соотноешение известно как формула Эдингтона. Таким обра-
зом, зная начальную плотность, легко получить начальную ФР с помощью
соотношения (42).

Спектр масс возьмем в степенном виде:

dN

dM
∝ 1

M�

(
M

M�

)s
. (43)

В качестве граничных условий для уравнения (14) выберем условия
нулевого потока на границах, где выражение для потока

F (E) = DEE
∂f

∂E
+mDEf, (44)

такой выбор граничных условий сразу вызывает вопросы.
Ясно, что верхняя граница по E — это энергия последней устойчивой

круговой орбиты вокруг ЦЧД и, очевидно, что там должно быть усло-
вие поглощающей границы f(Emax) = 0. Однако как показано в [14] поток
частиц на ЦЧД в энергетическом пространстве практически нулевой. А
поглощение частиц происходит на малосвязаных орбитах с помощью ме-
ханизма конуса потерь [15; 16; 18; 25]. Кроме того, ипспользование изо-
тропной версии уравнения ФП вплоть до энергий последней устойчивой
круговой орбиты не может быть обосновано, т.к. там ФР существенно ани-
зотропна в пространстве моментов импульсов. Поэтому, пренебрегая несу-
щественными краевыми эффектами, используем условие нулевого потока
на каком-нибудь достаточно высоком значении E .

Условие нулевого потока на нижней границе тоже ничем необосновано.
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Энергия гравитационно связанной системы может спокойно изменяться до
нуля, однако в этом случае будут расходится коэффициенты q(E) и p(E)

(18) и (17). q(E) пропорционален объему фазового пространства с энергией
меньшей, чем E , p(E) = − dq

dE будет пропорционален площади гиперпорех-
ности, ограничивающей этот объем. Ясно, что из-за того, что E = 0 в фи-
зически пространстве находится на бесконечности, то и коэффициенты эти
будут бесконечными. Поэтому следует выбрать некоторое Emin отличное от
нуля.

Условие F (Emin) = 0 физически означает, что слабосвязанные с класте-
ром ЧД не захватываются какими-нибудь статическими гравитационными
центрами. Что оправдано в случае ранней Вселенной. Например, в [26] рас-
смотрено влияение приливных сил от галактического центра на шаровое
скопление звезд в гало Галактики, где использовалось условие поглощаю-
щей границы f(Emin) = 0.
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3. МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ

Для исследования динамической эволюции самогравитирующей систе-
мы необходимо совместно решать уравнения Пуассона и Фоккера-Планка
(14). Следуя [8], выберем в качестве независимой переменной q. Тогда ос-
новные уравнения примут вид:

∂fa(q, t)

∂t
= −∂Fa(q, t)

∂q
− ν(q, t)f(q, t), (45)

последнее выражение представляет собой сток ЧД на ЦЧД, индекс a от-
носится к a-му сорту частиц (сорта различаются по массе), а выражение
для потока дается в виде:

−Fa = maB fa + C
∂fa
∂q

, (46)

выражения для коэффициентов даются следующими соотношениями

C = Γ
∑
i

m2
i

(∫ q

0

dq′
q′

p(q′)
fi(q

′) + q

∫ ∞
q

dq′
fi(q

′)

p(q′)

)
, (47)

B = Γ
∑
i

mi

∫ q

0

dq′ fi(q
′). (48)

Выражение для плотности будет

ρ(r) = 4π2
∑
i

mi

∫ 0

φ(r)

fi(E)
√

2(E − φ(r)) dE, (49)

где используется уже классическое определение для энергии E = v2

2 +φ(r).
Выражение для гравитационного потенциала будет

φ(r) = 4πG

(
1

r

∫ r

0

dr′r′2ρ(r′) +

∫ ∞
r

dr′r′ρ(r′)

)
. (50)

Процедура совместного решения уравнений (45) и (50) подробно описа-
на в работе [24] для случая уравнения в двух пространственных перемен-
ных и затем в [27] для рассматриваемого случая. Решение состоит из двух
этапов. На первом на шаг ∆t продвигается ФР с помощью уравнения (45) с
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помощью разностной схемы Ченга-Купера [28]. Затем решается уравнение
Пуасона (50) итерациями.

В исходном методе необходимо на втором шаге выражать ФР через
q (например, с помощью кубического сплайна ln f, ln q) и после каждой
итерации пересчитывать q для нового потенциала, затем получать значе-
ния f(E) отвечающие новым q(E), считать плонтость и гравитационный
потенциал и так далее. Здесь же нет необходимости в интерполировании
ФР сплайном, поскольку она изначально является функцией от q. Конечно,
нам по-прежнему придется находить соответствия между q и E, однако это
менее затратная процедура. В многомассовом случае преимущества совсем
очевидны, поскольку пришлось бы много ФР интерполировать сплайнами
на втором шаге.

Также преимущества перемнной q состоят в том, что удобно перейти к
квазиравномерной сетке с помощью замены x = ln q. К примеру в работе
[13], где в качестве независимой перемнной используется E, этот переход
значительно сложнее.

Поьзуясь (39) дадим выражение для ν в уравнении (45):

F (E) ≈ q

ln(1/R0)

NRlc

P
=

D(E)

ln(1/Rlc) + (q2 + q4)1/4
4π2L2

c(E)P (E)f(E). (51)

Можно показать, что

p(E) =

∫ L2
c(E)

0

P (E,L) dL2, P (E,L) = 2

∫ r+

r−

dr

vr
, (52)

где P (E,L) – радиальный период. Обычно P (E,L) очень слабо зависит от
L, тогда справедливо будет следующее

p(E) ≈ P (E)L2
c(E). (53)

Подставляя (51) с учетом (53) в уравнение (14) и переходя к переменной q
получим для ν в уравнении (45) следующее выражение

ν(E) =
D(E)

α + ln(1/Rlc)
, α = (q2 + q4)1/4, (54)
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где

q(E) =
D(E)P (E)

Rlc
, (55)

D(E) =
2

p(E)

∫ φ−1(E)

0

〈∆v2⊥〉 r2 dr√
2(E − φ(r))

, (56)

〈∆v2⊥〉 = Γ
∑
i

m2
i

(
4

3
I0,i + 2J1/2,i −

2

3
J3/2,i

)
, (57)

I0,i(E) =

∫ 0

E

fi(E
′) dE ′, (58)

Jn,i(E, r) =

∫ E

φ(r)

dE ′ fi(E
′)

(
E ′ − φ(r)

E − φ(r)

)n
. (59)

Известно, что Шварцшильдовская ЧД поглощает частицы момент импуль-
са которых меньше критического значения Llc = 2crg, где rg — радиус
Шварцшильда. В Ньютоновском пределе этот момент импульса будут со-
ответствовать орбите перецентр которой будет rlc = 4rg:

L2
lc = 2r2lc(E +

GMbh

rlc
), (60)

поскольку мы не рассматриваем сильносвязанные с ЦЧД частицы (т.к. их
крайне мало и там не работает изотропная форма уравнения ФП), то будет
справедливо

L2
lc ≈ 8rgGMbh, Rlc(E) =

L2
lc(E)

L2
c(E)

=
8rgGMbh

L2
c(E)

. (61)
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим типичный пример кластера ПЧД со следующими парамет-
рами профиля (40) γ = 1, α = 2, β = 5, r0 = 1 пк. Параметр спектра (43)
s = −2, пределы изменения масс от 10−4M� до 10M�. Полная масса кла-
стера Mtot = 5.4 · 104M� и мссса центральной черной дыры Mcbh = 103M�.

10-4 10-2 100 102

10-5

100

105

1010

10-4 10-2 100 102
-8

-6

-4

-2

0

Рисунок 1 – Профиль плотности (слева) и наклон (справа) для разных
моментов

На рисунке (1) представлен график профиля плотности и наклон про-
филя для разных моментов времени. Видно, что за очень короткий проме-
жуток времени ∼ 1 млн. лет (в сравнении с полным временем эволюции)
начальный касп ρ ∝ r−1 претерпевает сильные изменения в центральной
области и приобретает наклон ρ ∝ r−1.74 (Касп Бокала-Вольфа ρ ∝ r−1.75

[14]), который затем простирается к большим r. При больших r наклон
тоже меняется, однако на много меньших временных масштабах и из на-
чального ρ ∝ r−5 к 1 млрд. лет становится ρ ∝ r−7.5.

Рисунок (2) показывает зависимость массы кластера от радиуса. В на-
чальный момент времени под 1 пк сосредоточено ∼ 0.5 ·Mtot массы, а к
конечному момент врвмени остается только ∼ 0.01 ·Mtot. Также в началь-
ный момент ∼ 0.9 ·Mtot находится под 3 пк, к конечному моменту такая
же доля остается под ∼ 23 пк. Таким образом, можно сделать вывод о том,
что размер кластера за 1 млрд. лет увеличился примерно в 10 раз.

Справа на рисунке (2) изображена доля полной массы каждой компо-
ненты в зависимости от радиуса в конечный момент времени. Пунктирной
линией изображена начальная зависимость, которая одинаковая для всех
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Рисунок 2 – Зависимость массы кластера от радуса. Слева — полная масса
кластера. Справа — масса компонент по отношению к полной массе каждой
компоненты. Пунктирная линия — в начальный момент времени, сплошные
— в конечный момент времени для разных компонент

компонент, т.к. начальный профиль плотности у всех одинаковый. К ко-
нечному моменту времени ∼ 0.9 от массы самой тяжелой компоненты ока-
зывается под ∼ 7 пк. В то время как для компоненты 1M� масса под 7 пк
состоавляет ∼ 0.25 от полной, а для 10−4M� — ∼ 0.18. Значение в ∼ 0.9

приходится на ∼ 20 пк для компоненты весом M� и на ∼ 25 пк для самой
легчайшей. Происходит массовая сегрегация, в результате которой в кла-
стере самая тяжелая компонента обосабливается в центральной области, а
вокруг располагаются более легкие черные дыры.

Дальнейшая эволюция, скорее всего, будет происходит отдельно для
центра с тяжелыми ЧД и снаружи. Где под «отдельностью» подразумева-
ются разные временные масштабы для характерных изменений. Например,
в [29] для простой термодинамической модели шарового скопления показан
подобный ход развития событий. А в работе [27] в результате расчета по-
лучено, что начиная с некоторого момента времени, кор скопления и гало
эволюционируют отдельно на существенно разных временных масштабах,
т.н. явление коллапса кора. Однако эти работы не предпологают наличие
центральной черной дыры и не учитывают массовый диапазон. В [18] было
рассмотрено возмущенное решение Бокала-Вольфа и показано, что ЦЧД
может вести себя подобно тепловому источнику, «накачивая» пространство
вокруг себя энергий, вызывая тем самым отток вещества к переферии. Что
происходит и в рамках данной работы.
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Рисунок 3 – Зависимость массы центральной черной дыры от времени. (а)
— Для рассматриваемого в этой работе кластера. (б) — Для кластера с
параметрами r0 = 5 пк, Mtot ∼ 5.4 · 106M�, Mcbh = 104M�

Рисунок (3) показывает рост массы ЦЧД за счет механизма конуса по-
терь. На рисунке слева видно, что темпы роста практически нулевые: за
1 млрд лет масса ЦЧД нарастает всего лишь на ∼ 0.01 ·Mcbh. Но нужно
отметить, что в этом подходе никак не учитывается аккрекция обычного
вещества, которая будет давать вклад в рост массы ЦЧД. И, если этот
вклад будет значительным, то это может сказываться на эволюции скоп-
ления в целом. Также отметим, что в этой работе считается, что захват
происходит для ЧД, перицентр которых 4rg. Эта величина может быть
увеличена с помощью учета излучения гравитационных волн при пролете
черных дыр вокруг центральной, что влияет на темпы поглощения. Также
на темпы поглощения могут влиять начальные параметры кластера. Для
примера был произведен расчет для скопления с параметрами профиля
(40) γ = 1, α = 2, β = 5 (т.е. такими же параметрами наклонов, как и
выше), r0 = 5 пк. Спектр масс (43) брался таким же, но начальная масса
кластера Mtot ∼ 5.4 · 106M� и масса ЦЧД Mcbh = 104M�. На рисунке (3б)
представлены результаты. Видно, что к 1 млрд. лет масса ЦЧД увлечива-
ется на ∼ 0.1 от начальной.

20



5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе данной работы была изучена динамическая эволюция скопления
первичных черных дыр с помощью кинетического уравнения Больцманна
с интегралом столкновений в форме Фоккера-Планка. Был получен про-
филь плотности для разных моментов времени и установлено его поведе-
ние для центральной и внешней части скопления. За время ∼ 1 млн. лет
профиль приобретает форму, которая затем медленно эволюционирует во
времени. В ходе эволюции кластер расширяется примерно в 10 раз и про-
исходит массовая сегрегация, в результате которой тяжелые компоненты
располагаются в его центральной области, а легкие уходят на переферию.

Темпы роста центральной черной дыры за счет маханизма конуса по-
терь в рассмотренном кластере довольно малы. Однако, если учесть аккре-
цию обычного вещества, то картина может измениться. Если масса ЦЧД
будет расти значительно, то расстояние до которого установится касп про-
филя плотности ρ ∝ r−7/4 будет увеличиваться.

В данной работе также не учтены излучение гравитационных волн, сли-
яния ЧД друг с другом и вылет их из скопления. Можно ожидать, что учет
последних явлений может привести к незначительному изменению времен-
ной эволюции профиля плотности для рассмотреного кластера ПЧД.
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